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1 Rahmenbedingungen der fachlichen Arbeit

Die Holzkamp-Gesamtschule hat in der gymnasialen Oberstufe eine heterogene Schilerschaft.

Die Holzkamp-Gesamtschule ist in der Sekundarstufe | vier-, bzw. sechszugig. In die Einfihrungs-
phase der Sekundarstufe Il gehen durchschnittlich 50 Schilerinnen und Schiuler Uber, dazu wurden
in den letzten Jahren regelmaRig etwa 25 Schulerinnen und Schiler neu aufgenommen, Uberwiegend
aus Realschulen der Stadt und in M, D und E auf die parallelen Kurse gleichmafig verteilt.

In der Regel werden in der Einfliihrungsphase drei parallele Grundkurse eingerichtet.

Der Unterricht findet im 45-Minuten-Takt statt, die Kursblockung sieht grundsatzlich fir Grundkurse
eine, fur Leistungskurse zwei Doppelstunden vor.

In der Sekundarstufe | wird ein wissenschaftlicher Taschenrechner ab Klasse 7 verwendet, dynami-
sche Geometrie-Software und Tabellenkalkulation werden an geeigneten Stellen im Unterricht ge-
nutzt, der Umgang mit ihnen eingelbt. Dazu stehen in der Schule zwei PC-Unterrichtsrdume zur
Verfugung und ein schilereigenes iPad ab Jahrgang 8. In der Sekundarstufe Il kann deshalb davon
ausgegangen werden, dass die Schulerinnen und Schiler mit den grundlegenden Mdglichkeiten die-
ser digitalen Werkzeuge vertraut sind.

Fir G-Kurs-Schilerinnen und Schiler besteht zum Teil erheblicher Angleichungsbedarf. Férderun-
gen finden in den Vertiefungskursen sowie in zusatzlichen Férderangeboten (insbesondere fir Schi-
ler mit Migrationshintergrund) statt.

Die CASeasy+-App von Westermann (iPad) wird in der Einfuhrungsphase eingefuhrt.



2 Entscheidungen zum Unterricht

Die Darstellung der Unterrichtsvorhaben im schulinternen Lehrplan besitzt den Anspruch, samtliche
im Kernlehrplan angefiihrten Kompetenzen abzudecken. Dies entspricht der Verpflichtung jeder Lehr-
kraft, Schilerinnen und Schilern Lerngelegenheiten zu ermdglichen, so dass alle Kompetenzerwar-
tungen des Kernlehrplans von ihnen erfillt werden kénnen.

Die entsprechende Umsetzung erfolgt auf zwei Ebenen: der Ubersichts- und der Konkretisierungs-
ebene.

Im ,Ubersichtsraster verbindlicher Unterrichtsvorhaben® (Kapitel 2.1.1) wird die Verteilung der Unter-
richtsvorhaben dargestellt. Sie ist laut Beschluss der Fachkonferenz verbindlich fir die Unterrichts-
vorhaben |, Il und lll der Einfihrungsphase. Die zeitliche Abfolge der Unterrichtsvorhaben IV bis VIII
der Einflihrungsphase ist jeweils auf die Vorgaben zur Vergleichsklausur abzustimmen.

Das Ubersichtsraster dient dazu, den Kolleginnen und Kollegen einen schnellen Uberblick tber die
Zuordnung der Unterrichtsvorhaben zu den einzelnen Jahrgangsstufen sowie den im Kernlehrplan
genannten Kompetenzen, Inhaltsfeldern und inhaltlichen Schwerpunkten zu verschaffen. Um Klarheit
fir die Lehrkréafte herzustellen und die Ubersichtlichkeit zu gewahrleisten, werden in der Kategorie
,Kompetenzen“ an dieser Stelle nur die Ubergeordneten Kompetenzerwartungen ausgewiesen, wah-
rend die konkretisierten Kompetenzerwartungen erst auf der Ebene konkretisierter Unterrichtsvorha-
ben Bertcksichtigung finden. Der ausgewiesene Zeitbedarf versteht sich als grobe Orientierungs-
groélRe, die nach Bedarf Uiber- oder unterschritten werden kann. Um Spielraum fiir Vertiefungen, indi-
viduelle Férderung, besondere Schiilerinteressen oder aktuelle Themen zu erhalten, wurden im Rah-
men dieses schulinternen Lehrplans ca. 75 Prozent der Bruttounterrichtszeit verplant.

Wahrend der Fachkonferenzbeschluss zum ,Ubersichtsraster Unterrichtsvorhaben® zur Gewénhrleis-
tung vergleichbarer Standards sowie zur Absicherung von Kurswechslern und Lehrkraftwechseln fur
alle Mitglieder der Fachkonferenz Bindekraft entfalten soll, besitzt die Ausweisung ,konkretisierter Un-
terrichtsvorhaben® (Kapitel 2.1.2) empfehlenden Charakter. Referendarinnen und Referendaren sowie
neuen Kolleginnen und Kollegen dienen diese vor allem zur standardbezogenen Orientierung in der
neuen Schule, aber auch zur Verdeutlichung von unterrichtsbezogenen fachgruppeninternen Abspra-
chen zu didaktisch-methodischen Zugangen, fachertbergreifenden Kooperationen, Lernmitteln und -
orten sowie vorgesehenen Leistungsuberprifungen, die im Einzelnen auch den Kapiteln 2.2 bis 2.4
zu entnehmen sind. Begrindete Abweichungen von den vorgeschlagenen Vorgehensweisen bezlg-
lich der konkretisierten Unterrichtsvorhaben sind im Rahmen der padagogischen Freiheit der Lehr-
krafte jederzeit moglich.

Sicherzustellen bleibt allerdings auch hier, dass im Rahmen der Umsetzung der Unterrichtsvorhaben
insgesamt alle prozess- und inhaltsbezogenen Kompetenzen des Kernlehrplans Bertcksichtigung fin-
den. Dies ist durch entsprechende Kommunikation innerhalb der Fachkonferenz zu gewahrleisten.
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Abfolge verbindlicher Unterrichtsvorhaben im Uberblick

Einfuhrungsphase

E-G1: Unterwegs in 3D — Koordinatisierung des Raumes und Vektoroperationen

E-A1: Beschreibung der Eigenschaften von Funktionen

E-A2: Transformationen von Funktionen und Einfluss von Parametern

E-A3: Von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate

E-A4: Entwicklung und Anwendung von Kriterien und Verfahren zur Untersuchung von Funktionen

E-G2: Vektoren und Geraden — Bewegungen in den Raum

Grundkurs Q1

Leistungskurs Q1

GK-A1: Optimierungsprobleme

LK-A1: Optimierungsprobleme ohne und mit Para-
metern

GK-A2: Modellieren von Sachsituationen mit ganzra-
tionalen Funktionen (inklusive LGS)

LK-A2: Modellieren von Sachsituationen mit Funktio-
nen (inklusive LGS)

GK-G1: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt
und seine ersten Anwendungen

LK-G1! Die Welt vermessen — das Skalarprodukt
und seine ersten Anwendungen

GK-G2: Ebenen in Koordinaten- und Parameterform

LK-G2: Ebenen in Normalenform und ihre Schnitt-
mengen

GK-G3: Untersuchungen an geometrischen Kdrpern

LK-G3: Parametrisierung von Ebenen

GK-A3: Von der Anderungsrate zum Bestand

LK-G4: Abstandsprobleme bei geradlinig bewegten
Objekten

GK-A4: Der Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung und seine Anwendungen

LK-G5: Untersuchungen an geometrischen Kérpern
unter Einschluss ihrer Schatten- und Spiegelbilder

GK-S1: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung

LK-G6: Strategieentwicklung bei geometrischen
Problemsituationen

LK-A3: Von der Anderungsrate zum Bestand

LK-A4: Herleitung und Anwendung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung

LK-S1: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung

LK-S2: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur
Binomialverteilung

Grundkurs Q2

Leistungskurs Q2

GK-S2: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur
Binomialverteilung

LK-S3: Parameter und Prognosen — Untersuchung
charakteristischer GroRen von Binomialverteilungen

GK-S3: Anderungen und Auswirkungen - Untersu-
chung charakteristischer GréRen von Binomialvertei-
lungen

LK-S4: Vertrauen und Verlasslichkeit — Schatzen
von Wahrscheinlichkeiten mithilfe von Konfidenzin-
tervallen

GK-A5: Von Wachstumsprozessen zur natirlichen
Exponentialfunktion

LK-S5: Alles normal? — Untersuchung und Anwen-
dung von stetigen ZufallsgréRen

GK-A6: Zusammengesetzte Funktionen und Ablei-
tungsregeln

LK-A5: Von Wachstumsprozessen zur naturlichen
Exponentialfunktion

GK-A7: Modellieren mit zusammengesetzten Funkti-
onen

LK-A6: Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen

LK-A7: Zusammengesetzte Funktionen und Ablei-
tungsregeln

LK-A8: Modellieren mit zusammengesetzten Funkti-
onen




2.2 Ubersicht iiber die Unterrichtsvorhaben Einfiihrungsphase

Einfuhrungsphase

Unterrichtsvorhaben I: Unterwegs in 3D — Koordinatisierung des Raumes und Vektoroperatio-
nen (E-G1)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

¢ Koordinatisierungen des Raumes: Punkte, Ortsvektoren, Vektoren
e Vektoroperationen: Addition, Multiplikation mit einem Skalar

e Eigenschaften von Vektoren: Lange, Kollinearitat

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) wahlen geeignete kartesische Koordinatisierungen fiir die Bearbeitung eines geometrischen Sachver-
halts in der Ebene und im Raum,

(2) stellen geometrische Objekte in einem raumlichen kartesischen Koordinatensystem dar,

(3) deuten Vektoren geometrisch als Verschiebungen und in bestimmten Sachkontexten als Geschwin-

digkeit,

(4) berechnen Langen von Vektoren und Abstande zwischen Punkten mithilfe des Satzes des Pythago-
ras,

(5) addieren Vektoren, multiplizieren Vektoren mit einem Skalar und untersuchen Vektoren auf Kollineari-
tat,

(6) weisen Eigenschaften geometrischer Figuren mithilfe von Vektoren nach.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete
Fragestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Arg-(5)  begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsfor-
men (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Ausgangspunkt ist eine Vergewisserung (z.B. in Form einer Mindmap) hinsichtlich der den Schiilerinnen und
Schilern bereits bekannten Koordinatisierungen (kartesische Koordinaten, geographische Koordinaten, GPS,
Robotersteuerung).




An geeigneten, nicht zu komplexen geometrischen Modellen (z.B. Quader) wiederholen die Schiilerinnen
und Schiler die aus der Sekundarstufe | bekannten Schragbilder und nutzen ein MMS, um unterschiedliche
Schragbilder darzustellen und hinsichtlich ihrer Wirkung zu beurteilen.

Parallel zur Entwicklung einer angemessenen Raumvorstellung wird auch an der Entwicklung einer adaqua-
ten Symbolsprache gearbeitet. Die Informationen dazu (Darstellung mit Ortsvektoren und Verschiebungsvek-
toren) kommen von der Lehrkraft und werden von den Schiilerinnen und Schiilern im Rahmen von Aufgaben
angewendet. Die Darstellung in rdumlichen Koordinatensystemen sollte hinreichend geubt werden.

Verkettungen von Verschiebungen fiihren graphisch und algebraisch zur Vektoraddition und Multiplikation mit
einem Skalar.

Mithilfe von Vektoren werden Punkte und Strecken (z.B. Mittelpunkte, Schnittpunkte, Diagonalen, Kanten)
geometrischer Figuren in unterschiedlichen Darstellungsformen ermittelt und Eigenschaften geometrischer
Figuren (Viereckstypen) und besonderer Punkte (z.B. Teilungsverhaltnis) nachgewiesen. Dabei wird auch
der Begriff Kollinearitat eingefiihrt und verwendet. Die Lange einer Strecke wird mithilfe des Satzes des Py-
thagoras bestimmt.

Materialhinweis:
- Die Koordinatisierung des Raumes kann z.B. gewinnbringend im Kontext einer Spidercam-Steu-
erung entwickelt bzw. vertieft werden. (vgl. SINUS-Materialien zur Spidercam https://www.schul-
entwicklung.nrw.de/sinus/front content.php?idart=1212&idcat=378&lang=9&client=12&matld=4356)

Vernetzung:
- Physik: Krafte und ihre Addition

Unterrichtsvorhaben II: Beschreibung der Eigenschaften von Funktionen (E-A1)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten, ganzrationale Funktionen

o Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(1) bestimmen die Eigenschaften von Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten und von ganzratio-
nalen Funktionen,

(2) l6sen Polynomgleichungen, die sich durch einfaches Ausklammern auf lineare oder quadratische Glei-
chungen zurtickfiihren lassen, ohne Hilfsmittel.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler
Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,
Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,
Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,
Ope-(6) fiihren verschiedene Losungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,
Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,
Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Losen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
Pro-(1)  stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,
Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,
Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,




Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf Schlis-
sigkeit und Effizienz,

Arg-(2) unterstlitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kdnnen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsfor-
men (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(11) greifen Beitradge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Die Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten werden mithilfe eines MMS untersucht und systematisiert
(Verlauf, Symmetrie, besondere Punkte, Definitions- und Wertebereich, Verhalten fiir x—+«). Dabei spielen
Darstellungswechsel eine besondere Rolle. Unter Beriicksichtigung von bekannten und neu eingefiihrten
Fachbegriffen und logischen Strukturen werden Zusammenhange erkundet und erklart. Die Kompetenzen im
Bereich der Bildungs- und Fachsprache lassen sich sprachsensibel weiterentwickeln.

Ausgehend von den Potenzfunktionen werden die ganzrationalen Funktionen definiert und ihre Eigenschaften
untersucht. Mithilfe des Graphen werden schon in diesem Unterrichtsvorhaben Monotonie und (lokale) Ext-
rempunkte fachsprachlich eingefihrt und anschaulich diskutiert. Im Rahmen der Nullstellenberechnung wer-
den algebraische Rechentechniken der Sl ohne Hilfsmittel wiederholt und erweitert. Verschiedene Wege zur
Berechnung der Nullstellen werden verglichen und beurteilt, dabei auftretende Fehler werden analysiert. Auch
die Vorteile einer Darstellung mithilfe von Linearfaktoren und die Bedeutung der Vielfachheit einer Nullstelle
werden hier thematisiert.

Ein besonderes Augenmerk muss in diesem Unterrichtsvorhaben auf die Einfiihrung und Wiederholung der
elementaren Bedienkompetenzen des MMS gerichtet werden, wobei der Fokus auf der Darstellung von Gra-
phen inklusive Einstellungen sowie auf der Erstellung von Wertetabellen liegt.

Materialhinweis:
- Material ,EF-A1 Funktionsuntersuchung mit dem MMS* im Lehrplannavigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-
neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben lll: Transformationen von Funktionen und Einfluss von Parametern (E-A2)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

¢ Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

e Transformationen: Spiegelung an den Koordinatenachsen, Verschiebung, Streckung

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler
(3) erkunden und systematisieren den Einfluss von Parametern im Funktionsterm auf die Eigenschaften
der Funktion (quadratische Funktionen, Potenzfunktionen, Sinusfunktion),




(4) wenden Transformationen beziiglich beider Achsen auf Funktionen (ganzrationale Funktionen,
Sinusfunktion) an und deuten die zugehdrigen Parameter.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
- erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete
Fragestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Arg-(1) stellen Fragen, die fir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstlitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsfor-
men (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Der entdeckende Einstieg in das Thema mithilfe eines MMS erfolgt mit einem anwendungsbezogenen Kontext
(z.B. ,Temperaturmittelwerte im Jahresverlauf‘ oder ,Sonnenscheindauer®), bei dem die aus der Sl bekannte
Sinusfunktion wiederholt und in Bezug auf Fachbegriffe (Amplitude, Periode) fundiert wird. Die Transformati-
onen (Verschiebung und Streckung jeweils in Richtung beider Achsen) werden ankniipfend an eine Syste-
matisierung und ausgehend von den quadratischen Funktionen (Scheitelpunktform) auf die Sinusfunktion und
auf Potenzfunktionen Ubertragen. Dabei wird der Einfluss der Parameter auf die Eigenschaften dieser Funk-
tionen erkundet. Erweitert wird das Thema der Transformationen noch um die Spiegelungen an den Koordi-
natenachsen. Bei Transformationen ganzrationaler Funktionen werden die Auswirkungen auf die im vorheri-
gen Unterrichtsvorhaben betrachteten Eigenschaften sowie auf Extrempunkte untersucht. Fir algebraische
Operationen und graphische Darstellungen wird in diesem Unterrichtsvorhaben zunehmend ein MMS ver-
wendet.

Materialhinweis:

- Material ,EF-A2 Beschreibung periodischer Vorgange mithilfe der Sinusfunktion im Lehrplanna-
vigator
(https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-oberstufe-
neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben IV: Von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate (E-A3)
(Zeitbedarf: ca. 18 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Grundverstandnis des Ableitungsbegriffs: mittlere und lokale Anderungsrate, graphisches Ableiten, Se-
kante und Tangente




o Differentialrechnung: Ableitungsregeln (Potenz-, Summen- und Faktorregel), Monotonie, Extrempunkte,
lokale und globale Extrema, Krimmungsverhalten, Wendepunkte

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler
(5) berechnen mittlere und lokale Anderungsraten und interpretieren sie im Sachkontext,
(6) erldutern den Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und zurtickgelegter Strecke anhand ent-
sprechender Funktionsgraphen,
(7) erlautern qualitativ auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs an Beispielen den
Ubergang von der mittleren zur lokalen Anderungsrate und nutzen die Schreibweise |jm f(x)>
X—...

(8) deuten die Ableitung an einer Stelle als lokale Anderungsrate sowie als Steigung der Tangente an den
Graphen,

(9) bestimmen Sekanten-, Tangenten- sowie Normalensteigungen und berechnen Steigungswinkel,

(10) beschreiben und interpretieren Anderungsraten funktional (Ableitungsfunktion),

(11) leiten Funktionen graphisch ab und entwickeln umgekehrt zum Graphen der Ableitungsfunktion einen
passenden Funktionsgraphen,

(13) nutzen die Ableitungsregel fir Potenzfunktionen mit natirlichem Exponenten.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5)  begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kdénnen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

In verschiedenen Anwendungskontexten (z.B. Bewegungen, Zu- und Abflisse, Hohenprofil, ...) werden
durchschnittliche Anderungsraten, durchschnittliche Steigungen und ankniipfend daran Sekanten betrachtet,
berechnet und im Kontext interpretiert. Dabei werden quadratische Funktionen als Weg-Zeit-Funktion bei Fall-
, Wurf- und anderen gleichférmig beschleunigten Bewegungen gedeutet. Neben zeitabhangigen Vorgéangen
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sollen auch Steigungen und Steigungswinkel in realen Sachkontexten (z.B. Briickenbtégen, Gebaudeteile,
Trassenflhrungen, Seilbahnen) betrachtet werden.

Der Begriff der lokalen Anderungsrate wird in den eingefiihrten Sachzusammenhangen vorstellungsgebun-
den genutzt. Als Kontext fiir den Ubergang von der durchschnittlichen zur lokalen Anderungsrate wird die
vermeintliche Diskrepanz zwischen der Durchschnittsgeschwindigkeit bei einer langeren Fahrt und der durch
ein Messgerat (z.B. mithilfe eines Lasers) ermittelten Geschwindigkeit genutzt.

Ein MMS wird zur numerischen und graphischen Darstellung des Grenziiberganges von der durchschnittli-
chen zur lokalen Anderungsrate bzw. der Sekante zur Tangente (Zoomen) eingesetzt. Hierbei wird die Limes-
Schreibweise verwendet. Der Begriff der Tangente wird in Abgrenzung zu den in der Sl aufgebauten Vorstel-
lungen problematisiert und analytisch definiert.

Im Zusammenhang mit dem graphischen Ableiten und dem Begriinden der Eigenschaften eines Funktions-
graphen sollen die Schilerinnen und Schiler in besonderer Weise zum Vermuten, Begriinden und Prazisie-
ren ihrer Aussagen angehalten werden.

Anschlieflend wird die Frage aufgeworfen, ob mehr als numerische und qualitative Untersuchungen in der
Differentialrechnung mdglich sind. Fir geeignete einfache Funktionen werden der Grenziibergang bei der ,h-
Methode” unter Verwendung der Limesschreibweise exemplarisch durchgefiihrt und erste Ableitungsfunktio-
nen berechnet.

Um die Ableitungsregel fiir (hdhere) natirliche Potenzen zu vermuten, nutzen die Schilerinnen und Schiiler
ein MMS. Die Potenzregel fiir Ableitungen wird formuliert. Eine Beweisidee kann optional erarbeitet werden.
Der Unterricht erweitert hier besonders Kompetenzen aus dem Bereich des Argumentierens.

Anhand von innermathematischen und anwendungsbezogenen Aufgaben vertiefen die Schilerinnen und
Schiiler abschlieRend ihre erworbenen Kompetenzen und berechnen Gleichungen von Sekanten, Tangenten
und Normalen sowie Steigungswinkel.

Unterrichtsvorhaben V: Entwicklung und Anwendung von Kriterien und Verfahren zur Untersu-
chung von Funktionen (E-A4)
(Zeitbedarf: ca. 18 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
o Differentialrechnung: Ableitungsregeln (Potenz-, Summen- und Faktorregel), Monotonie, Extrempunkte,
lokale und globale Extrema, Krimmungsverhalten, Wendepunkte

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(5) berechnen mittlere und lokale Anderungsraten und interpretieren sie im Sachkontext,

(9) Dbestimmen Sekanten-, Tangenten- sowie Normalensteigungen und berechnen Steigungswinkel,

(12) beschreiben das Monotonieverhalten einer Funktion mithilfe der Ableitung,

(13) nutzen die Ableitungsregel fir Potenzfunktionen mit natirlichem Exponenten,

(14) wenden die Summen- und Faktorregel an und beweisen eine dieser Ableitungsregeln,

(15) unterscheiden lokale und globale Extrema im Definitionsbereich,

(16) verwenden das notwendige Kriterium und hinreichende Kriterien zur Bestimmung von Extrem- bzw.
Wendepunkten,

(17) beschreiben das Krimmungsverhalten des Graphen einer Funktion mithilfe der 2. Ableitung,

(18) nutzen an den unterschiedlichen Darstellungsformen einer Funktion ablesbare Eigenschaften als Ar-
gumente, um Losungswege effizient zu gestalten,

(19) I6sen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von ganzrationalen
Funktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler
Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,
Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,
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Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
- Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen (iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Erganzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(8) berlicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines Prob-
lems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf Schlis-
sigkeit und Effizienz,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und Ubertragen diese begriin-
det auf andere Problemstellungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fir die Mathematik und stellen charakteristisch sind, begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknlpfung von einzelnen Argumenten,

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen liickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich inres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsfor-
men (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstéandig
und koharent,
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Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung,

Kom-(13) vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.

Umsetzung:

Die Beschaftigung mit ganzrationalen Funktionen vom Grad groRer gleich drei erfordert auf der rechnerischen
Ebene die Anwendung der Summen- und Faktorregel fiir Ableitungen, von denen mindestens eine bewiesen
wird. Durch gleichzeitiges Visualisieren einer Ausgangsfunktion und ihrer Ableitungsfunktion entdecken die
Lernenden die Zusammenhange zwischen charakteristischen Punkten der beiden Graphen, woran im Fol-
genden angekniipft wird.

Flr ganzrationale Funktionen werden die Zusammenhange zwischen den Extrempunkten der Ausgangsfunk-
tion und den Nullstellen ihrer Ableitung durch die Betrachtung von Monotonieintervallen und der mdglichen
Falle bezogen auf Vorzeichenwechsel an den Nullstellen der Ableitung vertieft untersucht. Die Schilerinnen
und Schuler tben damit, vorstellungsbezogen mithilfe von notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu
argumentieren. Neben den Fallen, in denen das Vorzeichenwechselkriterium angewendet wird, werden die
Lernenden auch mit Situationen konfrontiert, in denen sie mit den Eigenschaften des Graphen oder Terms
(Globalverhalten, Symmetrie) argumentieren. Dieses fihrt auch zur Unterscheidung von lokalen und globalen
Extremstellen.

Ausgehend von graphischen Darstellungen schlieen sich Untersuchungen zum Kriimmungsverhalten und
damit die Betrachtung von Wendestellen an. Héhere Ableitungen werden auch im Rahmen von hinreichenden
Bedingungen zur Bestimmung von Extrem- und Wendestellen genutzt. Beim Lésen von innermathematischen
und anwendungsbezogenen Problemstellungen werden die erworbenen Kompetenzen vernetzt und vertieft.

Unterrichtsvorhaben VI: Vektoren und Geraden — Bewegungen in den Raum (E-G2)
(Zeitbedarf: ca. 15 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Vektoroperationen: Addition, Multiplikation mit einem Skalar

e Eigenschaften von Vektoren: Lange, Kollinearitat

e Geraden und Strecken: Parameterform

e Lagebeziehungen von Geraden: identisch, parallel, windschief, sich schneidend
e  Schnittpunkte: Geraden

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(3) deuten Vektoren geometrisch als Verschiebungen und in bestimmten Sachkontexten als Geschwin-
digkeit,

(6) weisen Eigenschaften geometrischer Figuren mithilfe von Vektoren nach,

(7) stellen Geraden und Strecken in Parameterform dar,

(8) interpretieren Parameter von Geradengleichungen im Sachkontext,

(9) untersuchen Lagebeziehungen von Geraden,

(10) untersuchen geometrische Situationen im Raum mithilfe digitaler Mathematikwerkzeuge,

(11) nutzen Eigenschaften von Vektoren und Parametergleichungen von Geraden beim Ldsen von inner-
mathematischen und anwendungsbezogenen Problemstellungen,

(12) I6sen lineare Gleichungssysteme im Zusammenhang von Lagebeziehungen von Geraden und inter-
pretieren die jeweilige Losungsmenge.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(6) fiihren verschiedene Losungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,
Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
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Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(8) berlicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines Prob-
lems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf Schlis-
sigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknlpfung von einzelnen Argumenten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(11) greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Zunachst wird ein geometrisches Objekt in einem Sachkontext durch Vektoren beschrieben. Dabei werden
wiederholend die aus dem Unterrichtsvorhaben E-G1 bekannten Eigenschaften und Operationen von Vekto-
ren genutzt und vertieft, um parallele Seiten und besondere Punkte zu ermitteln. Daran anschlie3end werden
lineare Bewegungen z.B. im Kontext von Flugbahnen (Kondensstreifen) durch Startpunkt, Zeitparameter und
Geschwindigkeitsvektor beschrieben. Dabei sollten Modellierungsfragen (reale Geschwindigkeiten, Grole
der Flugobjekte, Flugebenen) einbezogen und diskutiert werden.

Eine Vertiefung kann darin bestehen, den Betrag der Geschwindigkeit zu variieren. In jedem Fall soll der
Unterschied zwischen einer Geraden als Punktmenge (z.B. die Flugbahn) und einer Parametrisierung dieser
Punktmenge als Funktion (von der Parametermenge in den Raum) herausgearbeitet werden. Auch die Para-
metrisierung einer Strecke wird in diesem Rahmen thematisiert.

Erganzend zum dynamischen Zugang wird die rein geometrische Frage aufgeworfen, wie eine Gerade durch
zwei Punkte zu beschreiben ist. Hierbei wird herausgearbeitet, dass zwischen unterschiedlichen Parametri-
sierungen einer Geraden gewechselt werden kann. Punktproben sowie Berechnungen sollen auch ohne Hilfs-
mittel durchgefiihrt werden.

Im Anwendungskontext (z.B. Kondensstreifen von Flugzeugen) werden Lagebeziehungen von Geraden un-
tersucht und systematisiert. Die Untersuchung von Schnittpunkten zweier durch Geraden modellierter Flug-
bahnen flihrt dabei auf ein lineares 3x2-Gleichungssystem. Einen Bezug zu den unterschiedlichen Lagebe-
ziehungen konnen die SuS herstellen, wenn sie zugleich die auf eine Landkarte reduzierte Situation mit nur
zwei Gleichungen untersuchen. Einfache lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen werden als Wieder-
holung aus der Sekundarstufe | ohne Hilfsmittel geldst, flir komplexere LGS wird ein MMS verwendet. Ein
algorithmisches Lésungsverfahren (z.B. der Gau-Algorithmus) wird spater in der Qualifikationsphase bei den
Steckbriefaufgaben eingefiihrt und getibt.
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Summe Einfiihrungsphase: 120 Stunden

VereinbarungsgemaR in Unterrichtsvorhaben verplant: 87 Stunden
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2.3 Ubersicht iiber die Unterrichtsvorhaben Qualifikationsphase Grundkurs

Qualifikationsphase
Grundkurs Q1

Unterrichtsvorhaben GK-1: Optimierungsprobleme (GK-A1)
(Zeitbedarf: ca. 13 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

e Fortflihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von Funktions-
termen (,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(1) fuhren Extremwertprobleme durch Kombination mit Nebenbedingungen auf Funktionen einer Variab-
len zurlck und l6sen diese,

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunktion,
der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen /x und = sowie der Transformationen dieser Funktionen
zur Beantwortung von Fragestellungen,

(4) erlautern den Begriff der Umkehrfunktion am Beispiel der Wurzelfunktion unter Berticksichtigung des
Graphen sowie des Definitions- und des Wertebereichs,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natiirlichen Exponential-
funktion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen v/x und 2 und wenden die
Produktregel an.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ld&sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete Fra-
gestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) lbersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der Fra-
gestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argumenten,
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Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstéandig und fehlerfrei sind,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig
und koharent.

Umsetzung:

Gestartet wird mit Optimierungsproblemen mit ganzrationalen Funktionen. Als Einstiegsproblem hat sich z.B.
die Optimierung einer offenen Schachtel, die aus einem DIN-A4-Papier gefaltet wird, bewahrt. Das Aufstellen
der Funktionsgleichungen bei Optimierungsproblemen fordert Problemldsestrategien. Die Lernenden sollten
deshalb hinreichend Zeit bekommen, mit Methoden des kooperativen Lernens selbststandig zu Zielfunktionen
zu kommen und dabei unterschiedliche Lésungswege entwickeln. In diesem Rahmen werden grundlegende
Inhalte der Einfiihrungsphase integrierend wiederholt. An mindestens einem Problem im Sachzusammen-
hang entdecken die Schiilerinnen und Schiiler die Notwendigkeit, Randextrema zu betrachten. Mindestens
ein Verpackungsproblem (optimale Verpackung) wird unter dem Aspekt der Modellvalidierung/Modellkritik
und Modellvariation untersucht. In diesen Kontexten entstehen auch Zielfunktionen, die nicht rein ganzrational
sind. In diesem Zusammenhang entwickeln die Schilerinnen und Schiiler die Ableitungen der Potenzfunkti-
onen /x und 2. Komplexere Funktionen kénnen mithilfe eines MMS untersucht werden.

Anschlief3end wird als Exkurs exemplarisch die Wurzelfunktion unter Berlicksichtigung des Graphen sowie
des Definitions- und des Wertebereichs als Umkehrfunktion betrachtet.

Unterrichtsvorhaben GK-2: Modellieren von Sachsituationen mit ganzrationalen Funktionen (in-
klusive LGS) (GK-A2)
(Zeitbedarf: ca. 15 Ustd.)

Inhaltsfelder: Funktionen und Analysis (A)
Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

o Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x — +o

e Fortflihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von Funktions-
termen (,Steckbriefaufgaben®)

e Lineare Gleichungssysteme (Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra)

Kompetenzerwartungen:

Funktionen und Analysis (A): Die Schilerinnen und Schiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunktion,
der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen +/x und 2 sowie der Transformationen dieser Funktionen
zur Beantwortung von Fragestellungen,

(3) bestimmen Parameter einer Funktion mithilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext ergeben,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und mit
dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung.

Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G): Die Schiilerinnen und Schiiler
(7) erlautern ein algorithmisches Lésungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme,
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(8) wenden ein algorithmisches Lésungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Gleichungs-
systeme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand l6sbar sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und Formel-
sammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen (iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete Fra-
gestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf Schliis-
sigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltagsmedien
unter mathematischen Gesichtspunkten.

Umsetzung:

Im Zusammenhang mit unterschiedlichen Kontexten mit und ohne Anwendungsbezug werden aus gegebe-
nen Eigenschaften (Punkte auf dem Graphen, Symmetrien, Bedingungen an die 1. und 2. Ableitung) lineare
Gleichungssysteme fiir die Parameter ganzrationaler Funktionen entwickelt. Die Schiilerinnen und Schiiler
erhalten Gelegenheit, iiber Grundannahmen der Modellierung (Grad der Funktion, Symmetrie, Lage im Ko-
ordinatensystem, Ausschnitt) selbst zu entscheiden, die Angemessenheit der Modellierung zu reflektieren
und ggf. Verdnderungen vorzunehmen. Aufgaben im Anwendungskontext, die Anschlussbedingungen (z.B.
knickfrei, ruckfrei) berlicksichtigen, lassen sich zum Beispiel bei der Trassierung von Bahngleisen/StralRen
finden. Durch die Wahl geeigneter Modellierungen, z.B. Anstieg des Meeresspiegels, kdnnen auch Themen
aus dem Kontext Bildung fiir nachhaltige Entwicklung in diesem Unterrichtsvorhaben integriert werden.
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Damit nicht bereits zu Beginn algebraische Schwierigkeiten den zentralen Aspekt der Modellierung uberla-
gern, wird empfohlen, ein MMS zunéchst als Blackbox zum Lésen von linearen Gleichungssystemen und zur
graphischen Darstellung der erhaltenen Funktionen zum Zweck der Validierung zu verwenden und erst im
Anschluss die Blackbox ,Gleichungsldser® zu 6ffnen, algorithmische Losungsverfahren (z.B. den Gaul3-Algo-
rithmus) zu thematisieren und flr einige gut Uberschaubare Systeme mit drei Unbekannten auch ohne digitale
Hilfsmittel durchzufiihren.

Anknipfend an die Einfiihrungsphase werden in innermathematischen Situationen und in unterschiedlichen
Kontexten (z.B. Fotos von Briicken, Gebauden, Flugbahnen) ganzrationale Funktionen mit Parametern auf-
gestellt und mithilfe eines MMS untersucht. Hierbei kdnnen die Inhalte der Analysis aus der EF aufgegriffen
und vertieft werden. Ein MMS wird zum Variieren von Parametern aber auch zum Ldsen von Gleichungen mit
Parametern verstarkt genutzt.

Vertiefung:
- Auch die Transformation der Sinus- und Kosinusfunktion kann wiederholend zur Modellierung
eingesetzt werden.

Vernetzung:

- In diesem Unterrichtsvorhaben werden algorithmische L&sungsverfahrens fiir lineare Glei-
chungssysteme schwerpunktmaflig behandelt. Lineare Gleichungssysteme werden bei den
Unterrichtsvorhaben der analytischen Geometrie ebenfalls benétigt, dort sollten aber algorith-
mische Losungsverfahren keinen Schwerpunkt mehr bilden. Verschiedene Arten von Lésungs-
mengen eines linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten wurden bereits in der EF
bei den Lagebeziehungen von Geraden aufgegriffen.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg | — Modellierung mit ganzrationalen Funktionen® im Lehrplan-
navigator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-
oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben GK-3: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwen-
dungen (GK-G1)
(Zeitbedarf: ca. 7 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Vektoroperation: Skalarprodukt

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und be-
rechnen es,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungsbezo-
genen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,
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Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Das Skalarprodukt d - b wird zunachst als Indikator fiir Orthogonalitat aus einer Anwendung des Satzes von
Pythagoras entwickelt. Zur Entlastung empfiehlt sich fiir die Herleitung eine Beschrankung auf zwei Dimensi-
onen. Wesentlich fir den Aufbau einer tragenden Grundvorstellung ist jedoch die Zerlegung eines Vektors d

inzu b parallele und orthogonale Komponenten. Dadurch wird der geometrische Aspekt der Projektion betont.
Dieses wird am Beispiel der Kraftezerlegung (z.B. Zerlegung in vertikale und horizontale Komponenten beim
Schlittenziehen) veranschaulicht.

Eine Exploration der Winkelabhangigkeit des Skalarproduktes mit einem MMS fiihrt zur Wiederentdeckung
der Rolle des Kosinus bei der Projektion. Der Kosinus wird genutzt, um den Winkel zwischen zwei Vektoren
zu berechnen. Ankniipfend an das Unterrichtsvorhaben E-G1 werden Eigenschaften von Dreiecken und Vier-
ecken auch mithilfe des Skalarprodukts untersucht.

Die formale Frage nach der Bedeutung eines Produkts von zwei Vektoren sowie den dabei glltigen
Rechengesetzen wird im Zusammenhang mit der Analyse von typischen Fehlern (z.B. Division durch einen
Vektor) und vor dem Hintergrund der Verallgemeinerung bekannter Rechenregeln fiir Zahlen gestellt.

Unterrichtsvorhaben GK-4: Ebenen in Koordinaten- und Parameterform (GK-G2)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor

e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen
e Lineare Gleichungssysteme

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und be-
rechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe, Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(4) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(8) wenden ein algorithmisches Lésungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Gleichungs-
systeme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand l6sbar sind.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...

— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen, )

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlielen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,
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Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf Schliis-
sigkeit und Effizienz,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg (5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Die Koordinatenform n,-x; +n,-x, +n3-x;=d wird anknipfend an Geradengleichungen
a-x+b-y=d inder Ebene durch Erweitern um eine Variable eingefiihrt. Zur Erkundung soll eine Visuali-
sierung mit einem MMS dienen, bei der die Achsenabschnitte a; = d/n; (fur n; # 0) ins Spiel kommen, die in
der Achsenabschnittsform Z—i + Z—z + Z—Z = 1 auftreten. Diese Form bietet den Vorteil, eindeutig zu sein, und

erlaubt es, die Lage der Ebene im Koordinatensystem zeichnerisch darzustellen.

Die Schnittpunktberechnung (DurchstoRpunkt) zwischen Geraden und Ebenen ist mit der Koordinatenform
besonders einfach, wenn ein allgemeiner Punkt der Gerade (parametrisierte Punktmenge) in die Koordina-
tenform eingesetzt wird. Die Achsenabschnittsberechnung ordnet sich dabei als Spezialfall ein. Auch Spur-
geraden in den Hauptebenen werden mit dem Einsetzungsprinzip ermittelt.

Die Notation mithilfe des in GK-G1 eingefiihrten Skalarproduktes 1 - ¥ = d fiihrt zur Deutung von 7 als Nor-
malenvektor, der senkrecht auf der Ebene steht. Der Einfluss von d, mit dem sich die Ebene parallel verschie-
ben lasst, wird erkundet. Um eine Gleichung einer Ebene aus drei Punkten aufzustellen, soll dies dem Prinzip
einer Steckbriefaufgabe folgend (vgl. GK-A2) mit einem 3x3-Gleichungssystem durch Einsetzen der drei
Punkte in die Gleichung n, - x; + n, - x, + n; - x; = d erfolgen, wobei d als Parameter im MMS mitlauft oder
d =1 (in Sonderfallen d = 0) gesetzt werden kann.

Als Kontext fiir die anschlieRend zu thematisierende Parameterform einer Ebene dient z.B. eine Dachkon-
struktion mit Sparren und Querlatten. Damit wird die Idee der Koordinatisierung aus dem Thema E-G1 wieder
aufgegriffen und auf beliebige Ebenen im Raum (ibertragen. Der Ubergang zur Koordinatenform erfolgt als
Alternative zum ,Steckbriefverfahren auch durch die Bestimmung eines Normalenvektors mithilfe eines un-
terbestimmten 2x3-Gleichungssystems. Ein explizites Arbeiten mit der Normalenform soll aber nur im Rah-
men einer Differenzierung erfolgen.

Der umgekehrte Ubergang von der Koordinatenform zur Parameterform kann (iber drei Punkte (z.B. die Ach-
senabschnitte) bewerkstelligt werden, oder indem zwei (zu 7 orthogonale) Spannvektoren der Ebene aus

nq -n,
Gleichungen des Typs <n2> . ( ny ) = 0 gewonnen werden.
ng 0
Vernetzung:

- Ein systematisches Verfahren, lineare Gleichungssysteme auch hilfsmittelfrei in einfachen Fal-
len zu I6sen, wurde bereits im Unterrichtsvorhaben GK-A2 eingefiihrt. Um hier Mdglichkeiten
des weiteren Ubens und Wiederholens zu schaffen, kdnnen DurchstoRpunkte alternativ mit
Ebenen in Parameterform in einfachen Fallen berechnet werden. Des Weiteren fiihrt die Punkt-
probe bei Ebenen in Parameterform auf ein 3x2-Gleichungssystem.

Vertiefung:
- Ein Normalenvektor kann mit einem MMS auch mithilfe des Vektorprodukts berechnet werden.
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Unterrichtsvorhaben GK-5: Untersuchungen an geometrischen Kérpern (GK-G3)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenvektor
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und be-
rechnen es,

(2) stellen Ebenen in Parameterform und in Koordinatenform dar,

(3) verwenden Koordinatenformen von Ebenen zur Orientierung im Raum (Punktprobe, Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen, Normalenvektor),

(5) berechnen die Groflke des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(6) nutzen Symmetriebetrachtungen in geometrischen Objekten zur Lésung von Problemstellungen und
spiegeln Punkte an Ebenen in einfachen Fallen,

(9) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungsbezo-
genen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Ld&sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Mod-(3) (bersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der Fra-
gestellung,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen
(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig
und koharent,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.
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Umsetzung:

Geometrische Korper wie u.a. Tetraeder, Pyramiden, Wirfel, Prismen und Oktaeder bieten vielfaltige Anlasse
fur offen angelegte geometrische Untersuchungen, kénnen auf reale Objekte bezogen oder auch zur Gestal-
tung von virtuellen Landschaften benutzt werden. Schattenwiirfe geometrischer Kérper in Parallelprojektion
(Sonnenlicht) oder Zentralprojektion (Lichtquelle) auf eine Ebene, insbesondere die Grundebenen, werden
berechnet. Der Einsatz eines MMS bietet hier zusatzliche Moglichkeiten der Variation und der Visualisierung.

Symmetriebetrachtungen (z.B. beim Ubergang zur Doppelpyramide / zum Oktaeder) werfen die Frage auf,
wie sich Spiegelungen an Ebenen durchfiihren lassen. In einfachen Féllen, in denen der Normalenvektor in
Richtung einer Koordinatenachse weist, werden die Koordinaten eines an der Ebene gespiegelten Punktes
ermittelt. Der Nachweis der Symmetrie zu einer gegebenen Ebene wird durch einen Vergleich des Normalen-
vektors mit dem Verbindungsvektor zwischen Punkt und Spiegelpunkt gefiihrt, wobei zusatzlich eine Punkt-
probe nétig ist, um zu zeigen, dass der Mittelpunkt in der Ebene liegt.

Winkel lassen sich zwischen den Kanten und Flachen eines Korpers bestimmen. Speziell die Béschungswin-
kel an einer Pyramide motivieren die Frage nach dem Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen.

Vernetzung:
- Inhaltlich nimmt die Parallelprojektion die Behandlung von Schragbildern aus dem Unterrichts-
vorhaben E-G1 wieder auf.
Vertiefung:
- Die Bestimmung von Winkeln zwischen Geraden und Ebenen oder zwei Ebenen lasst Riick-
schlisse auf ihre Lagebeziehung zu. Dadurch lasst sich ein im Unterrichtsvorhaben E-G2 be-
gonnenes Thema ausbauen.

Unterrichtsvorhaben GK-6: Von der Anderungsrate zum Bestand (GK-A3)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(11) interpretieren Produktsummen im Sachkontext als Rekonstruktion des Gesamtbestandes oder Gesamt-
effektes einer Grofie,

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(13) skizzieren zum Graphen einer gegebenen Randfunktion den Graphen der zugehdrigen Flacheninhalts-
funktion,

(14) erldutern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme zum Integral
auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten L6ésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlickfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in
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Teilprobleme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verall-
gemeinern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und ibertragen diese begrin-
det auf andere Problemstellungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen
(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(15)flihren Diskussionsbeitrdge zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Das Thema ist komplementér zur Einflihrung der Anderungsraten im Unterrichtsvorhaben E-A3. Deshalb wer-
den hier Kontexte, die schon dort genutzt wurden, wieder aufgegriffen (Geschwindigkeit — Weg, Zuflussrate
von Wasser — Wassermenge).

Der Einstieg kann Uber ein Stationenlernen oder eine arbeitsteilige Gruppenarbeit erfolgen, in der sich die
Schilerinnen und Schiiler selbststandig eine Breite an Kontexten, in denen von einer Anderungsrate auf den
Bestand geschlossen wird, erarbeiten. Die Schiilerinnen und Schiler entwickeln und vergleichen eigenstan-
dig unterschiedliche Strategien (z.B. Trapezsumme, Ober- oder Untersumme) zur mdglichst genauen nahe-
rungsweisen Berechnung des Bestands. Die entstehenden Produktsummen werden als Bilanz Uber orien-
tierte Flacheninhalte interpretiert.

Qualitativ kénnen die Schilerinnen und Schiler so den Graphen einer Flacheninhaltsfunktion als ,Bilanzgra-
phen“ zu einem vorgegebenen Randfunktionsgraphen skizzieren. Damit bereitet dieses Unterrichtsvorhaben
den Begriff der Integralfunktion anschaulich vor. Die Ergebnisse des Stationenlernens bzw. der Gruppenarbeit
werden als Lernprodukte dokumentiert und im Kurs prasentiert. Schiilervortrage iber bestimmte Kontexte
sind hier winschenswert.

Die erarbeiteten Produktsummen aus der vorhergehenden Arbeitsphase werden nun im Unterricht weiter ver-
feinert und damit immer genauere Flachenabschatzungen vorgenommen. Auch die Orientierung der Flachen
kann dabei erneut thematisiert werden. Bei der Berechnung von Produktsummen, die mit Summenzeichen
notiert sind, kann ein MMS gewinnbringend eingesetzt werden. Die Frage, wie die Genauigkeit der Naherung
erhoht werden kann, gibt Anlass zu anschaulichen Grenzwertiiberlegungen, die zur Definition des Integrals
fuhren.

Hinweis:
- Bei der Behandlung der Produktsummen soll auch die Notation mithilfe des Summenzeichens
eingeflihrt und geubt werden.
Materialhinweis:

- Impulse fir das Stationenlernen kénnen den Sinus-Materialien (2008) in der Materialdaten-
bank enthommen werden: https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_con-
tent.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matld=2033

Unterrichtsvorhaben GK-7: Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und seine An-
wendungen (GK-A4)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)
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Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
¢ Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(12) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(15) erlautern geometrisch-anschaulich den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und wenden
ihn an,

(16) nutzen vorgegebene Stammfunktionen und bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationa-
ler Funktionen,

(17) nutzen die Intervalladditivitdt und Linearitat von Integralen,

(18) ermitteln den Gesamtbestand oder Gesamteffekt einer GréRe aus der Anderungsrate oder der Rand-
funktion,

(19) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(5) fuihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf Schliis-
sigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Séatze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(11)greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Ausgehend von der Rekonstruktion eines Bestandes beziehungsweise der Flacheninhaltsfunktion und der
Definition des Integrals wird der Begriff der Integralfunktion Ia fir einen Anfangswert a erschlossen. Die Ver-
mutung, dass die Integralfunktion eine Stammfunktion ist, wird durch geometrisch-anschauliche
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Uberlegungen begriindet und damit der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aufgestellt. Die Be-
deutung des Hauptsatzes und seine Anwendung werden in verschiedenen Kontexten vertieft.

Die Regeln zum Ermitteln von Funktionstermen von Stammfunktionen werden fiir ganzrationale Funktionen
von den Schulerinnen und Schiilern durch Rickwartsanwenden der bekannten Ableitungsregeln selbstandig
erarbeitet.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden auf weitere innermathematische bzw. anwendungsorientierte Situati-
onen Ubertragen, die auch Flachen zwischen Funktionsgraphen umfassen. Bei geeigneten Problemstellun-
gen werden die Intervalladditivitdt und Linearitat des Integrals thematisiert. Geeignete Problemstellungen wer-
den in diesem Unterrichtsvorhaben auch ohne Hilfsmittel bearbeitet.

Unterrichtsvorhaben GK-8: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(GK-S1)
(Zeitbedarf: ca. 17 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

¢ Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahrschein-
lichkeiten, Pfadregeln

e Kenngroflen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

o Diskrete ZufallsgrofRen: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, KenngréRen

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) planen und beurteilen statistische Erhebungen und nutzen dabei auch digitale Mathematikwerkzeuge,

(2) untersuchen und beurteilen Stichproben mithilfe von Lage- und Streumalen, und verwenden das
Summenzeichen,

(3) verwenden Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen und nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge,

(5) bestimmen das Gegenereignis A, verkniipfen Ereignisse durch die Operationen A\B, A~B, A UB

und bestimmen die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten,

(6) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfeldertafeln und
berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(7) prufen Teilvorgange mehrstufiger Zufallsexperimente mithilfe von Vierfeldertafeln und Baumdiagram-
men auf stochastische Unabhangigkeit,

(8) I6sen Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten,

(9) erlautern den Begriff der ZufallsgréRe an geeigneten Beispielen und bestimmen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen diskreter Zufallsgrofen,

(10) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von diskreten
Zufallsgréien.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit mit
mathematischen Objekten,

Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete
Fragestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,
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Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf Schlis-
sigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsfor-
men (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus.

Umsetzung:

Zur Beschreibung einer von den Schiilerinnen und Schiilern selbststéndig geplanten statistischen Erhebung
(z.B. Grofke, Gewicht von Neugeborenen) wird das Grundversténdnis von Lage- und Streumal3en durch Riick-
griff auf die Erfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler mit Boxplots reaktiviert. Zur Auswertung und graphi-
schen Darstellung von statistischen Erhebungen wird ein MMS verwendet. Uber eingéangige Beispiele von
Stichproben mit gleichem arithmetischem Mittel, aber unterschiedlicher Streuung, wird die Definition der Stan-
dardabweichung als Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung motiviert. Durch Vergleiche unterschied-
licher Stichproben wird ein Gespiir fiir die Auswirkung auf die Kenngré3en entwickelt. Dabei wird das Sum-
menzeichen zur Notation von arithmetischem Mittel und quadratischer Abweichung verwendet.

Anhand von Gliicksspielen und Zufallsexperimenten, die von den Lernenden selbst durchgefiihrt werden,
werden die grundlegenden Inhalte der Stochastik aus der Sl wiederholt, vertieft und die Fachbegriffe gefestigt.
Dabei werden zur Modellierung von Wirklichkeit auch Simulationen — zumeist unter Verwendung eines MMS
— geplant und durchgefiihrt (Gesetz der groRen Zahlen). Zur Beschreibung von Ereignissen werden die Men-
genschreibweisen eingefihrt und angewendet.

Die aus der Sekundarstufe | bekannten Vierfeldertafeln und Baumdiagramme werden im Kontext von zwei-
und mehrstufigen Zufallsexperimenten zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten beim Vertauschen
von Merkmal und Bedingung sowie zur Uberpriifung von Teilvorgéangen auf stochastische Unabhangigkeit
eingesetzt. Bei der Erfassung stochastischer Zusammenhange und dem Umgang mit Mengenschreibweisen
ist die Unterscheidung von Wahrscheinlichkeiten des Typs P(AmB) von bedingten Wahrscheinlichkeiten

P, (B) — auch sprachlich — von besonderer Bedeutung. Die Erarbeitung erfolgt im Rahmen von sinnstiftenden

Kontexten, wie Zufallsantworten bei sensitiven Fragen und Diagnosetests fiir Krankheiten (z.B. Corona-Test).
Anhand verschiedener Gliicksspiele wird der Begriff der (diskreten) Zufallsgré3e und der zugehdrigen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (als Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den moglichen Werten, die die Zufalls-
gréfle annimmt) zur Beschreibung von Zufallsexperimenten eingefiihrt. Analog zur Betrachtung der Kenngro-
Ren bei empirischen Haufigkeitsverteilungen werden der Erwartungswert, die Varianz und die Standardab-
weichung einer diskreten ZufallsgréRe definiert und im Sachkontext angewendet. Auch hierbei wird ein MMS
zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Histogramme) und zur Entlastung des hilfsmittel-
freien Rechnens verwendet.

Hinweis:
- Beider Auswahl der Kontexte fiir Modellierungen und Aufgabenstellungen sollten im gesamten
Unterrichtsvorhaben die Mdglichkeiten unterschiedlicher Lebensweisen, Identitaten und Ori-
entierungen sensibel bericksichtigt werden. Das bedeutet insbesondere, dass die Merkmale
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~weiblich“ und ,mannlich® nicht als komplementar betrachtet werden sollten, da es neben den
Geschlechtern ,weiblich“ und ,mannlich“ auch das Geschlecht ,divers® sowie die Méglichkeit
gibt, den Geschlechtseintrag im Personenstandsregister offenzulassen. Die Komplementar-
menge von ,weiblich® sollte daher ,nicht weiblich® sein.

Summe Grundkurs Q1: 120 Unterrichtsstunden

Vereinbarungsgeman in Unterrichtsvorhaben verplant: 94 Unterrichtsstunden
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Qualifikationsphase
Grundkurs Q2

Unterrichtsvorhaben GK-9: Treffer oder nicht? — VVom Urnenmodell zur Binomialverteilung
(GK-S2)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahrschein-
lichkeiten, Pfadregeln

e Binomialverteilung: Kenngréfien, Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zurlicklegen) zur Beschreibung von Zufallsprozessen
und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,

(6) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfeldertafeln und
berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(11) begriinden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte ZufallsgréRen beschrieben wer-
den kénnen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und Formel-
sammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines Prob-
lems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(11) greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunachst verwendet, um grundlegende Zahlprinzipien wie das Ziehen mit/ohne Zu-
riicklegen mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mdgliche Ergebnisse (,Erfolg” oder ,Misserfolg®)
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wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingeflihrt. Durch einen Vergleich mit dem Ziehen aus einer Urne
ohne Zurucklegen wird geklart, dass die Anwendung des Modells Bernoullikette jeweils eine bestimmte Re-
alsituation voraussetzt, d.h. dass die Treffer von Stufe zu Stufe unabhangig voneinander mit konstanter Wahr-
scheinlichkeit erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung stochastischer Si-
tuationen liegen. Dabei werden zunachst Bernoulliketten in realen Kontexten oder in Spielsituationen betrach-
tet. Das Vorliegen einer Bernoullikette soll dabei explizit begrindet werden und in einzelnen Féllen einer
Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der Binomialverteilung und des Binomialkoeffizien-
ten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simulation sowie die Betrachtung von Multiple-Choice-Tests an.
Zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Histogramme genutzt.

Die anschlieBende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf Zeitungsar-
tikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,Von der Verteilung zur Real-
situation®). Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der kumulierten Binomialverteilung, werden in der
Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zugange sind jedoch in Einzelfallen unter anderem durch
Betrachtung von Komplementarereignissen maoglich.

Vernetzung:
- Das Summenzeichen wird als Schreibweise bei den kumulierten Wahrscheinlichkeiten einer
Binomialverteilung wieder aufgegriffen.

Unterrichtsvorhaben GK-10: Anderungen und Auswirkungen — Untersuchung charakteristischer
Gr6Ben von Binomialverteilungen (GK-S3)
(Zeitbedarf: ca. 11 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Kenngroflen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung
e Binomialverteilung: Kenngréfien, Histogramme

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(10) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von diskreten
Zufallsgréien,

(12) erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die Binomial-
verteilung, ihre Kenngrofen und die graphische Darstellung,

(13) nutzen die Binomialverteilung und ihre Kenngréf3en zur Beschreibung von Zufallsexperimenten und zur
Lésung von Problemstellungen,

(14) interpretieren die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit als Schatzung einer zugrundelie-
genden unbekannten Wahrscheinlichkeit.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit mit
mathematischen Objekten,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch normal-

verteilten Zufallsgréien,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,
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Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschliel3en, Darstellungswechsel, Zerlegen und Erganzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zuriickfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines Prob-
lems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknlpfung von einzelnen Argumenten,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Eine Visualisierung der Binomialverteilung sowie des Einflusses von Stichprobenumfang n und Trefferwahr-
scheinlichkeit p erfolgt durch die graphische Darstellung der Verteilung als Histogramm unter Nutzung eines
MMS. Anhand derartiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden der Erwartungswert und die Standardab-
weichung einer Binomialverteilung hergeleitet. Eine Mdglichkeit zur Herleitung der Standardabweichung ist,
mithilfe eines MMS bei festem n und p fir jedes k die quadratische Abweichung vom Erwartungswert mit der
zugehorigen Wahrscheinlichkeit zu multiplizieren. Die Varianz als Summe dieser Werte wird zusammen mit
dem Erwartungswert in einer weiteren Tabelle notiert. Durch systematisches Variieren von n und p entdecken
die Lernenden die funktionale Abhéangigkeit der Varianz von diesen Parametern und die Formel

o2 :n.p.(‘]_p).
In verschiedenen Anwendungszusammenhangen werden sodann Problemstellungen mit binomialverteilten

Zufallsgréf3en untersucht, die jeweils eine Berechnung der Parameter k, p oder n verlangen. Mit dem Erwar-
tungswert lasst sich auch der Begriff eines ,fairen“ Spiels aufgreifen.

Die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit wird bewusst als Schatzung einer zugrundeliegenden
unbekannten Wahrscheinlichkeit interpretiert. Die Genauigkeit dieser Schatzung steigt mit dem Stichproben-
umfang.

Vertiefung:
- In einem Sachkontext wird das Konzept der 6-Umgebungen exemplarisch behandelt.

Unterrichtsvorhaben GK-11: Von Wachstumsprozessen zur natlirlichen Exponentialfunktion
(GK-A5)
(Zeitbedarf: ca. 13 Ustd.)
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Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

o Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunktion,
der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen /x und 2 sowie der Transformationen dieser Funktionen
zur Beantwortung von Fragestellungen,

(9) beschreiben die Eigenschaften von Exponentialfunktionen der Form a* und erlautern die Besonder-

heit der natirlichen Exponentialfunktion (f' =f),
(10) verwenden Exponentialfunktionen zur Beschreibung von begrenzten und unbegrenzten Wachstums-
und Zerfallsvorgangen und beurteilen die Qualitat der Modellierung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fluihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und Formel-
sammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,

Ope-(14) reflektieren die Mdglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete Fra-
gestellung,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) lbersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort

auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlielen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der Fra-
gestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltagsmedien
unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15)fihren Diskussionsbeitrédge zu einem Fazit zusammen.
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Umsetzung:
In anwendungsbezogenen Kontexten (Wachstum und Zerfall) soll an die in der Sekundarstufe | erworbenen

Kompetenzen zu allgemeinen Exponentialfunktionen der Form x - a-q* angeknipft werden. Dabei unter-

stiitzt ein MMS die Klarung der Bedeutung der Parameter der a und q der allgemeinen Exponentialfunktion
sowie die Beschreibung der Veranderungen durch Transformationen. Die Frage nach der Ableitung an einer
Stelle fiihrt zu einer wiederholenden Betrachtung des Ubergangs von der durchschnittlichen zur momentanen
Anderungsrate. Mit einem MMS entdecken die Lernenden die Proportionalitat der Anderungsrate zum Be-
stand.

Anschliefend wird die Basis variiert. Dabei ergibt sich fur die Eulersche Zahl als Basis der Proportionalitats-
faktor eins bzw. die Ubereinstimmung von Funktion und Ableitungsfunktion. Mithilfe des natirlichen Logarith-

mus kénnen nun allgemeine Exponentialfunktionen in der Form x — a- €™ @ geschrieben und als Transfor-
mation (Streckung) der natirlichen Exponentialfunktion identifiziert werden.

Als Anwendung werden Wachstumsprozesse auch mit natiirlichen Exponentialfunktionen beschrieben. Wei-
terflihrend werden auch begrenzte Wachstumsprozesse betrachtet.

Der Vergleich unterschiedlicher Modellierungen (linear, quadratisch, exponentiell und begrenzt) fihrt zu einer
kritischen Auseinandersetzung mit der Modellbildung. Die zugrundeliegenden Annahmen und Grenzen der
Modelle sind der Ausgangspunkt, um Verbesserungen der Modellierung zum Beispiel durch abschnittsweise
Kombination verschiedener Wachstumsmodelle herbeizufiihren.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg Il — Modellierung mit Exponentialfunktionen” im Lehrplannavi-
gator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-

oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben GK-12: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln (GK-A6)
(Zeitbedarf: ca. 9 Ustd).

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

o Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x — +oo

e Fortflihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von Funktions-
termen (,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(2) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunktion,
der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen /x und = sowie der Transformationen dieser Funktionen
zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natiirlichen Exponentialfunk-
tion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen +/x und 2 und wenden die Produkt-
regel an,

(6) wenden die Kettenregel auf Verkniipfungen der natirlichen Exponentialfunktion mit linearen Funktionen
an,

(8) nutzen in einfachen Fallen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur Be-
schreibung quantifizierbarer Zusammenhange.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,
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Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlielen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstéandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(11)greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter,

Kom-(15)flhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

In diesem Unterrichtsvorhaben werden die noch fehlenden Ableitungsregeln (Produktregel und Spezialfall der
Kettenregel fiir Verknlipfungen von Exponentialfunktionen mit linearen Funktionen) hergeleitet. Dazu kénnen
zunachst Vermutungen fiir die Ableitungen von Produkten von ganzrationalen Funktionen aufgestellt und
durch Ausmultiplizieren und Anwenden der bereits bekannten Ableitungsregeln Gberprift werden. Vorgelegte
Argumentationsketten werden erlautert, beurteilt und fir den Beweis der Produktregel genutzt. Die Kettenre-
gel fir Exponentialfunktionen mit linearen Funktionen im Exponenten kann graphisch mithilfe der bekannten
Zusammenhange beim Transformieren von Funktionsgraphen entdeckt werden.

Mithilfe der neu gewonnen Ableitungsregeln werden schlieBlich in einfachen Fallen zusammengesetzte Funk-
tionen betrachtet und in unterschiedlichen innermathematischen und anwendungsbezogenen Aufgaben ver-
wendet. Dabei ist es mithilfe eines MMS oder mithilfe von vorgegebenen Ableitungen auch mdglich, weitere
Verkettungen von ganzrationalen Funktionen mit Exponentialfunktionen zu betrachten. Vorgelegte Stamm-
funktionen werden nachgewiesen und verwendet. Neben rechnerischen Zugangen werden aufl’erdem Eigen-
schaften von Funktionen als Argumente zur Lésung von Aufgaben verwendet.

Unterrichtsvorhaben GK-13: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen (GK-A7)
(Zeitbedarf: ca. 11 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen

o Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

e Fortflihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Extremwertprobleme, Rekonstruktion von Funktions-
termen (,Steckbriefaufgaben®)

e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen:
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(7)
(8)

(19)
(20)

nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, der Sinusfunktion,
der Kosinusfunktion, der Potenzfunktionen +/x und 2 sowie der Transformationen dieser Funktionen
zur Beantwortung von Fragestellungen,

bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, der natiirlichen Exponentialfunk-
tion, der Sinus- und der Kosinusfunktion sowie der Potenzfunktionen v/x und 2 und wenden die Produkt-
regel an,

untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und mit
dem MMS ermittelten Ableitungen im Kontext der Fragestellung,

nutzen in einfachen Fallen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur Be-
schreibung quantifizierbarer Zusammenhange,

ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen,

I6sen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von ganzrationalen
Funktionen, der natirlichen Exponentialfunktion und daraus zusammengesetzten Funktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen:
Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,
Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,
Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-

stellungen,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— Ld&sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
Zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,

Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,
Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen (iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-

thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,
Mod-(3) lbersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,
Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-

matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort

auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-

gemessenheit,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,
Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,
Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-

lemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-

lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,
Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und ibertragen diese begrin-

det auf andere Problemstellungen,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische

Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argumenten,
Arg-(11) erganzen liickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen

(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,
Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig

und koharent,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte.

Umsetzung:
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Im letzten Unterrichtsvorhaben zur Analysis werden die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Unterrichts-
vorhaben gebiindelt und an komplexeren Situationen sowohl bei innermathematischen Problemstellungen als
auch bei Aufgaben mit Anwendungsbezug getibt und vertieft.

Anschlielend werden Prozesse, bei denen das Wachstum erst zu- und dann wieder abnimmt (Medikamen-
tenkonzentration, Fieber, Pflanzenwuchs...), in den Blick genommen und mithilfe von Produkten und Verket-
tungen von Funktionen modelliert. Dabei ergeben sich Fragen, bei denen aus der Wachstumsgeschwindigkeit
auf den Gesamtbestand bzw. -effekt geschlossen wird. Integrale von ganzrationalen Funktionen, Exponenti-
alfunktionen und daraus zusammengesetzten Funktionen konnen in diesem Unterrichtsvorhaben mit einem
MMS oder mithilfe vorgegebener Stammfunktionen berechnet werden.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden auch periodische Prozesse (z.B. Sonnenscheindauer, akustische Sig-
nale) untersucht, bei denen Sinus- und Kosinusfunktionen abgeleitet und mit anderen Funktionen verkniipft
werden.

Summe Grundkurs Q2: 90 Unterrichtsstunden

VereinbarungsgemaB in Unterrichtsvorhaben verplant: 54 Unterrichtsstunden
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2.4 Ubersicht iiber die Unterrichtsvorhaben Qualifikationsphase Leistungs-
kurs

Qualifikationsphase

Leistungskurs Q1

Unterrichtsvorhaben LK-1: Optimierungsprobleme ohne und mit Parametern (LK-A1)
(Zeitbedarf: ca. 18 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x) =a-sin(b-x+ c) +d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

e Fortfihrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwertprob-
leme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(1) I6sen biquadratische Gleichungen auch ohne Hilfsmittel,

(2) fuhren Extremwertprobleme durch Kombination mit Nebenbedingungen auf Funktionen einer Variab-
len zurtick und 16sen diese,

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen,
Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit rationalem Ex-
ponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren Einfluss
auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

(6) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen,

Sinus- und Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunktionen mit
rationalem Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und mit
dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,Stammfunktionen®) im Kontext der
Fragestellung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete Fra-
gestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) (bersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),
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Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der Fra-
gestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argumenten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstandig und fehlerfrei sind,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig
und koharent.

Umsetzung:
Zur Reaktivierung der Vorkenntnisse der Differentialrechnung werden Funktionen vierten Grades untersucht.
Dies umfasst insbesondere das hilfsmittelfreie Losen von biquadratischen Gleichungen.

Anschlieffend werden zundchst Optimierungsprobleme mit ganzrationalen Funktionen ohne Parameter be-
trachtet. Als Einstiegsproblem hat sich z.B. die Optimierung einer offenen Schachtel, die aus einem DIN-A4-
Papier gefaltet wird, bewahrt. Das Aufstellen der Funktionsgleichungen bei Optimierungsproblemen fordert
Problemldsestrategien. Die Lernenden sollten deshalb hinreichend Zeit bekommen, mit Methoden des ko-
operativen Lernens selbststéandig zu Zielfunktionen zu kommen und dabei unterschiedliche Lésungswege
entwickeln. In diesem Rahmen werden grundlegende Inhalte der Einflihrungsphase integrierend wiederholt.

An mindestens einem Problem entdecken die Schilerinnen und Schiiler die Notwendigkeit, Randextrema zu
betrachten. Mindestens ein Verpackungsproblem (optimale Verpackung) wird unter dem Aspekt der Modell-
validierung/Modellkritik und Modellvariation untersucht. In diesen Kontexten entstehen auch Zielfunktionen
die nicht rein ganzrational sind. In diesem Zusammenhang entwickeln die Schiilerinnen und Schiler die Ab-
leitungen von Potenzfunktionen mit rationalen Exponenten (noch ohne die Produkt- oder Kettenregel). Kom-
plexere Funktionen kénnen mithilfe eines MMS untersucht werden, ohne dass Ableitungen hilfsmittelfrei ge-
bildet werden missen (z.B. ,Zylinder in einer Kugel®).

Anschlief3end werden Optimierungsprobleme bei Funktionen mit Parametern betrachtet. Hier kann z.B. auch
das Problem der offenen Schachtel wieder aufgegriffen werden, indem nicht von einem Papier mit festen
MaRen ausgegangen wird, sondern nur ein Seitenverhaltnis der Papierseiten vorgegeben wird oder die Léange
einer Seite offenbleibt, sodass bei der Zielfunktion eine Parameterabhangigkeit entsteht.

Mit vorgegebenen ganzrationalen Funktionen mit Parametern (Funktionsscharen) werden ankniipfend inner-
mathematische Situationen (Funktionsscharen) und anwendungsbezogene Kontexte mit Parametern (z.B.
Briicken, Gebaude, Flugbahnen) untersucht, bei denen Extrempunkte eine Rolle spielen. Hierbei kobnnen die
Inhalte der Analysis aus der EF aufgegriffen und vertieft werden. Ein MMS wird zum Variieren von Parametern
aber auch zum Ldsen von Gleichungen mit Parametern verstarkt genutzt.

Unterrichtsvorhaben LK-2: Modellieren von Sachsituationen mit Funktionen (inklusive LGS)
(LK-A2)
(Zeitbedarf: ca. 20 Ustd.)

Inhaltsfelder: Funktionen und Analysis (A)
Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

38



Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

¢ Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x — +oo

e FortfUhrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwertprob-
leme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,Steckbriefaufgaben®)
e Lineare Gleichungssysteme (Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra)

Kompetenzerwartungen:

Funktionen und Analysis (A): Die Schilerinnen und Schiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen,
Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit rationalem Ex-
ponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(4) bestimmen Parameter einer Funktion mithilfe von Bedingungen, die sich aus dem Kontext ergeben,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren Einfluss
auf Eigenschaften von Funktionsscharen.

Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G): Die Schilerinnen und Schuler

(6) erlautern ein algorithmisches Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme,

(7) wenden ein algorithmisches Losungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Gleichungs-
systeme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand l6sbar sind,

(8) interpretieren die Losungsmenge von linearen Gleichungssystemen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und Formel-
sammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ld&sen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen liber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete Fra-
gestellung,

Mod (2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) (bersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren LOsungsplane zielgerichtet aus,
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Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf Schliis-
sigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltagsmedien
unter mathematischen Gesichtspunkten.

Umsetzung:

Im Zusammenhang mit unterschiedlichen Kontexten mit und ohne Anwendungsbezug werden aus gegebe-
nen Eigenschaften (Punkte auf dem Graphen, Symmetrie, Bedingungen an die 1. und 2. Ableitung) lineare
Gleichungssysteme fiir die Parameter ganzrationaler Funktionen entwickelt. Die Schiilerinnen und Schiiler
erhalten die Gelegenheit, Uber Grundannahmen der Modellierung (Grad der Funktion, Symmetrie, Lage im
Koordinatensystem, Ausschnitt) selbst zu entscheiden, die Angemessenheit der Modellierung zu reflektieren
und ggf. Verdnderungen vorzunehmen. Aufgaben im Anwendungskontext, die Anschlussbedingungen (z.B.
knickfrei, ruckfrei) beriicksichtigen, lassen sich zum Beispiel bei der Trassierung von Bahngleisen/Stral3en.
Durch die Wahl geeigneter Modellierungen, z.B. Anstieg des Meeresspiegels, kdnnen auch Themen aus dem
Kontext Bildung fiir nachhaltige Entwicklung in diesem Unterrichtsvorhaben integriert werden.

Damit nicht bereits zu Beginn algebraische Schwierigkeiten den zentralen Aspekt der Modellierung uberla-
gern, wird empfohlen, ein MMS zunéchst als Blackbox zum L&sen von linearen Gleichungssystemen und zur
graphischen Darstellung der erhaltenen Funktionen zum Zweck der Validierung zu verwenden und erst im
Anschluss die Blackbox ,Gleichungsldser® zu 6ffnen, algorithmische Losungsverfahren (z.B. den GaulR-Algo-
rithmus) zu thematisieren und flr einige gut Uberschaubare Systeme mit drei Unbekannten auch ohne digitale
Hilfsmittel durchzufiihren. Uber freie Parameter (in Lésungen aus unterbestimmten Gleichungssystemen)
kénnen Funktionsscharen erzeugt und damit ein Rickbezug zum Unterrichtsvorhaben LK-A1 hergestellt wer-
den.

Anschliel3end werden mithilfe von Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechenden Kosinusfunktionen periodische Situationen (z.B. Sonnen-

scheindauer im Jahresverlauf) wiederholend modelliert. Dabei sollen die einzelnen Parameter mit und ohne
MMS bestimmt werden.

Hinweise:
- Zur Forderung besonders leistungsstarker Schilerinnen und Schiler bietet es sich an, sie
selbststandig zur Spline-Interpolation forschen und referieren zu lassen.

Vernetzung:

- In diesem Unterrichtsvorhaben werden algorithmische Losungsverfahren und mdégliche L6-
sungsmengen linearer Gleichungssysteme (leere Menge, eindeutige Lésung oder unendlich
viele Losungen) schwerpunktmafig behandelt. Lineare Gleichungssysteme werden bei den
Unterrichtsvorhaben der analytischen Geometrie erneut bendtigt, dort sollten aber algorithmi-
sche Lésungsverfahren keinen Schwerpunkt mehr bilden. Verschiedene Lésungsmengen line-
arer Gleichungssysteme werden bei den Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen wieder
aufgegriffen und geometrisch gedeutet (leere Menge, Punkt, Gerade, Ebene).

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg | — Modellierung mit ganzrationalen Funktionen“ im Lehrplan-
navigator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-
oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

40



Unterrichtsvorhaben LK-3: Die Welt vermessen — das Skalarprodukt und seine ersten Anwen-
dungen (LK-G1)
(Zeitbedarf: ca. 7 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Vektoroperation: Skalarprodukt

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(2) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und be-
rechnen es,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungsbezoge-
nen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Das Skalarprodukt d - b wird zunachst als Indikator fiir Orthogonalitat aus einer Anwendung des Satzes von
Pythagoras entwickelt. Zur Entlastung empfiehlt sich fiir die Herleitung zunachst eine Beschrankung auf zwei
Dimensionen. Wesentlich fiir den Aufbau einer tragenden Grundvorstellung ist die Zerlegung eines Vektors a
inzu b parallele und orthogonale Komponenten. Dadurch wird der geometrische Aspekt der Projektion betont,
der spater zum Verstandnis der Abstandsmessung zwischen Punkten und Ebenen genutzt werden kann.

Eine Exploration der Winkelabhangigkeit des Skalarproduktes mit einem MMS fihrt zur Wiederentdeckung
der Rolle des Kosinus bei der Projektion. Der Kosinus wird genutzt, um den Winkel zwischen zwei Vektoren
zu berechnen. Am Beispiel der physikalischen Arbeit wird das geometrische Verstandnis des Skalarprodukts
veranschaulicht.

Anknipfend an das Unterrichtsvorhaben E-G1 werden Eigenschaften von Dreiecken und Vierecken auch
mithilfe des Skalarprodukts untersucht.

Die besonderen formalen Eigenschaften des Skalarprodukts sowie die dafiir gliltigen Rechengesetze werden
im Zusammenhang mit der Analyse von typischen Fehlern (z.B. keine Division durch einen Vektor, kein Satz
vom Nullprodukt) sowie vor dem Hintergrund der Verallgemeinerung bekannter Rechenregeln fiir Zahlen
thematisiert.

Vertiefung:
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- Im Rahmen eines arbeitsteiligen Vorgehens kann ein Vergleich von Lésungswegen mit und
ohne Skalarprodukt dahinterliegende elementargeometrische Satze transparent machen wie

z.B. die Aquivalenz der zum Nachweis einer Raute benutzten Bedingungen (3 +b) - (i —b) =

0 und 32 = b? fiir die Seitenvektoren 3 und b eines Parallelogramms. Ein ahnliches Vorgehen
ist beim Beweis des Satzes des Thales mdglich.

- Im Sinne der Wissenschaftspropadeutik ist neben einem Einblick in die Mdglichkeit einer axi-
omatischen Festlegung eines Skalarproduktes durch seine algebraischen Eigenschaften wich-
tig, dass durch ein Skalarprodukt zugleich Langen- als auch Winkelmessung in einem Vektor-
raum ermoglicht werden.

Unterrichtsvorhaben LK-4: Ebenen in Normalenform und ihre Schnittmengen (LK-G2)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
e Lagebeziehungen und Absténde: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(2) deuten das Skalarprodukt geometrisch (Orthogonalitat, Betrag, Winkel zwischen Vektoren) und be-
rechnen es,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orientierung im
Raum,

(4) untersuchen Lagebeziehungen von Ebenen sowie von Geraden und Ebenen,

(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(8) interpretieren die Lésungsmenge von linearen Gleichungssystemen,

(9) berechnen die Grofie des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(10) bestimmen Abstande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...

— Loésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und ibertragen diese begrin-
det auf andere Problemstellungen,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(4) erlautern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg (5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege.
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Umsetzung:

Im Sinne verstarkt wissenschaftspropadeutischen Arbeitens wird folgender anspruchsvoller, an das Unter-
richtsvorhaben LK-G1 anknlipfender Weg vorgeschlagen: Betrachtet wird die als Punkt-Normalenform be-
kannte Gleichung: - (¥ — d) = 0. Durch systematisches Probieren oder Betrachten von Spezialfallen wie

d = 0 wird die Lésungsmenge geometrisch als Ebene gedeutet. Die Schnittmenge zweier Ebenen wird durch
Lésung eines linearen 2x3-Gleichungssystems bestimmt. Dabei miissen die Lernenden eine nicht leere Lo-
sungsmenge selbstandig parametrisieren und als Schnittgerade identifizieren.

Zur Klarung der Parallelitat von Geraden und Ebenen oder Ebenen untereinander werden Normalenvektoren
herangezogen. Uber die Normalenvektoren wird die Winkelberechnung zwischen zwei Vektoren auch auf
Ebenen Ubertragen.

Die unterschiedlichen Darstellungsformen dieser Ebenengleichung und ihre jeweilige geometrische Deutung
(Koordinatenform, Achsenabschnittsform, Hesse-Normalenform' als Sonderformen der Normalenform) wer-
den in einem Gruppenpuzzle gegeniibergestellt und in Beziehung gesetzt. Dabei intensiviert der kommunika-
tive Austausch die fachlichen Aneignungsprozesse.

Die Hesse-Normalenform' erlaubt es, Absténde eines Punktes von der Ebene sowie Abstande zwischen pa-
rallelen Ebenen direkt abzulesen. Dabei wird eine Verknlipfung zur Grundvorstellung der Projektion (LK-G1)
hergestellt. Verfahrenstechnisch macht es keinen Unterschied, ob es sich nun um den Abstand eines Punk-
tes, einer parallelen Geraden oder einer parallelen Ebene von einer Ebene handelt.

Die Achsenabschnittsform erleichtert es, Ebenen zeichnerisch darzustellen. Die Achsenabschnittsberech-
nung ist dabei nur ein Spezialfall der besonders einfachen Schnittmengenberechnung zwischen Geraden und
Ebenen (Durchstofl3punkt) in Koordinatenform.

Einen verstandnisorientierten Zugang zur Abstandsberechnung zwischen einem Punkt und einer Ebene bietet
das LotfuBpunktverfahren, das auch auf weitere Abstandsprobleme (vgl. LK-G4) Gibertragen werden kann.

Vernetzung:

- Die Gleichungen eines linearen 2x3- oder 3x3-Gleichungssystem (LK-A2) kénnen als Koordi-
natengleichungen interpretiert werden, so dass die Losungsmenge des LGS als Schnittmenge
von Ebenen geometrisch gedeutet werden kann. Ihre Dimension I&sst sich aus der Lagebezie-
hung der Ebenen erkennen. Dabei wird deutlich, wie weit die Normalenvektoren die Lagebe-
ziehungen zwischen 2 oder 3 Ebenen bestimmen.

Unterrichtsvorhaben LK-5: Parametrisierung von Ebenen (LK-G3)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform
e Lineare Gleichungssysteme

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) stellen Ebenen, Parallelogramme und Dreiecke in Parameterform dar,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orientierung im
Raum,

(4) untersuchen Lagebeziehungen von Ebenen sowie von Geraden und Ebenen,

(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(7) wenden ein algorithmisches Lésungsverfahren ohne digitale Mathematikwerkzeuge auf Gleichungs-
systeme mit maximal drei Unbekannten an, die mit geringem Rechenaufwand l6sbar sind,

(8) interpretieren die Lésungsmenge von linearen Gleichungssystemen.

' Die Hesse-Normalenform gehért nicht zur Obligatorik des KLP und ist damit nicht verpflichtend. Aus didaktischen Griinden
wurde sie fur diesen Zugang in diesem beispielhaften Plan vertiefend integriert.
43



Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...
— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(8) berlicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Arg-(4) erlautern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Als weitere Darstellungsform wird nun die Parameterform der Ebenengleichung entwickelt. Als Einstiegskon-
text dient z.B. eine Dachkonstruktion mit Sparren und Querlatten. Damit wird die Idee der Koordinatisierung
aus dem Unterrichtsvorhaben E-G1 wieder aufgegriffen und auf beliebige Ebenen im Raum Ubertragen. Durch
Einschrankung des Definitionsbereichs der Parameter werden Parallelogramme und Dreiecke beschrieben.

Die Berechnung von Schnittmengen zwischen Ebenen und Geraden ist sowohl Uber ein 3x3-LGS mdglich,
wenn beide in Parameterform vorliegen, als auch durch Einsetzen einer Geradengleichung in eine Koordina-
tengleichung. Fur einen Wechsel zwischen Parameterform und Koordinatenform einer Ebene wird ein Nor-
malenvektor mit Hilfe eines 2x3-Gleichungssystems bestimmt. Die Entscheidung liber Lagebeziehungen zwi-
schen Ebenen und Geraden kann direkt mit der Schnittmengenberechnung verknipft werden.

Vernetzung:

- Der Unterricht wird durch den Einsatz eines MMS bei der L6sung linearer Gleichungssysteme
entlastet. Es ist jedoch sinnvoll, numerisch einfache Falle auch hilfsmittelfrei zu bearbeiten, um
die bereits im Unterrichtsvorhaben LK-A2 erworbenen Kompetenzen zu reaktivieren und zu
festigen.

Vertiefung:

- Die Bestimmung eines Normalenvektors mit Hilfe des Vektorproduktes ist nicht primar wegen
der technischen Einfachheit gewinnbringend, sondern weil die Entwicklung einer tragfahigen
geometrischen Vorstellung des Vektorproduktes sowie eine Beschreibung seiner algebrai-
schen Eigenschaften den im Unterrichtsvorhaben LK-G1 fiir das Skalarprodukt beschrittenen
Weg weiterverfolgt und auch eine hohe Relevanz fiir den Physikunterricht besitzt.
Vertiefend kann das Vektorprodukt fiir die Flachenberechnung bei Parallelogrammen und Drei-
ecken sowie flir die Volumenberechnung beim Spatprodukt eingesetzt werden.

- Die Berechnung von Schnittmengen zwischen zwei Ebenen kann besonders einfach mit einer
Gleichung erfolgen, wenn eine Ebene in Koordinaten- und eine in Parameterform gegeben ist.

- Vertiefend kann die Parallelitdt zwischen einer Ebene und einer Geraden durch die lineare
Abhangigkeit des Richtungsvektors der Geraden von den Spanvektoren der Ebene beschrie-
ben werden (Komplanaritat).

Unterrichtsvorhaben LK-6: Abstandsprobleme bei geradlinig bewegten Objekten (LK-G4)
(Zeitbedarf: ca. 6 Ustd.)

Inhaltsfeld: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
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e Lagebeziehungen und Absténde: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(10) bestimmen Abstande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungsbezoge-
nen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Mod-(2) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,

Mod-(3) (bersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten L6ésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf Schliis-
sigkeit und Effizienz,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig
und koharent.

Umsetzung:

Die Abstandsbestimmung erweitert sowohl die Beschreibung von Lagebeziehungen als auch die Schnittmen-
genproblematik. Bei Ebenen wurden Abstandsbestimmungen bereits im Unterrichtsvorhaben LK-G2 mit der
Hesse-Normalenform behandelt.

Am Beispiel des Vorbeifluges eines Flugzeugs an einem Hindernis unter Einhaltung eines Sicherheitsabstan-
des wird entdeckt, wie der Abstand eines Punktes von einer Geraden u. a. iber die Bestimmung eines Lot-
fuBpunktes ermittelt werden kann. Hierbei werden unterschiedliche Lésungswege zugelassen und verglichen,
insbesondere ein Losungsweg mit den Mitteln der Analysis. Die Mittel der Analysis lassen sich auch nutzen,
um im Anschluss den minimalen Abstand zweier Flugobjekte mithilfe eines MMS zu bestimmen.

Im Unterschied dazu kniipft die Abstandsberechnung von Flugbahnen an die Untersuchung von Lagebezie-
hungen von Geraden aus dem Unterrichtsvorhaben E-G2 an. Ihre Berechnung kann fiir den Vergleich unter-
schiedlicher Lésungsvarianten - insbesondere unter Einschluss von Hilfsebenen - genutzt werden. Dabei wird
unterschieden, ob die LotfuRpunkte der kiirzesten Verbindungsstrecke mitberechnet werden oder nicht.

Vernetzung:

- Das Unterrichtsvorhaben kniipft sehr eng an das Unterrichtsvorhaben E-G2 an. Insbesondere
ist eine integrierende Wiederholung der Lagebeziehungen von Geraden und ihrer Bestimmung
vorzusehen. Eine Vernetzung mit Verfahren der Analysis zur Abstandsminimierung (E-A4) bie-
tet sich durchgehend an und sollte unter der Maxime einer mdglichst grof3en Lésungsvielfalt
und als Chance zur Binnendifferenzierung nicht fehlen.

Unterrichtsvorhaben LK-7: Untersuchungen an geometrischen Kérpern unter Einschluss ihrer
Schatten- und Spiegelbilder (LK-G5)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Ebenen: Parameterform, Koordinatenform, Normalenform
e Schnittwinkel: Geraden, Geraden und Ebenen, Ebenen
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e Schnittpunkte: Geraden und Ebenen
e Lagebeziehungen und Absténde: Punkte, Geraden, Ebenen (alle Kombinationen)

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiler

(1) stellen Ebenen, Parallelogramme und Dreiecke in Parameterform dar,

(3) stellen Ebenen in Normalenform sowie in Koordinatenform dar und nutzen diese zur Orientierung im
Raum,

(5) berechnen Schnittpunkte von Geraden mit Ebenen,

(9) berechnen die Grofie des Schnittwinkels zwischen zwei sich schneidenden Objekten,

(10) bestimmen Abstande zwischen Punkten, Geraden und Ebenen,

(11) fahren Spiegelungen an Ebenen durch,

(12) untersuchen geometrische Objekte oder Situationen in innermathematischen und anwendungsbezoge-
nen Problemstellungen und deuten die Ergebnisse.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematik-System (MMS) zum...

— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,
— Darstellen von geometrischen Situationen im Raum,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlief3en, Darstellungswechsel, Zerlegen und Erganzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der Fra-
gestellung,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wabhlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen
(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig
und koharent,

Kom-(10) konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(13) vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.

Umsetzung:

Geometrische Korper, wie u.a. Tetraeder, Pyramiden, Wirfel, Prismen und Oktaeder, bieten vielféltige An-
lasse fur offen angelegte geometrische Untersuchungen und kénnen auf reale Objekte bezogen oder auch
zur Gestaltung von virtuellen Landschaften benutzt werden. Schattenwiirfe geometrischer Kérper in Parallel-
projektion (Sonnenlicht) oder Zentralprojektion (Lichtquelle) auf eine Ebene, insbesondere eine Grundebene,
werden berechnet. Der Einsatz eines MMS bietet hier zusatzliche Moglichkeiten der Variation und der Visua-
lisierung.
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Durch Symmetriebetrachtungen (z.B. beim Ubergang zur Doppelpyramide / zum Oktaeder) wird die Frage
nach einer systematischen Untersuchung von Spiegelungen an Ebenen evoziert. Dabei wird das Verfahren
der LotfuRpunktbestimmung mit Hilfe eines Normalenvektors (LK-G2) wiederaufgegriffen, wobei in der Spie-
gelungsebene die Schattenbilder erneut auftreten.

Abstandsbestimmungen von Punkten zu Geraden (LK-G4) und zu Ebenen (LK-G2) ermdglichen es, die Fla-
che eines Dreiecks oder die Hohe und das Volumen einer Pyramide zu bestimmen.

Im Rahmen der Untersuchung geometrischer Kérper werden Winkel zwischen den Kanten und Flachen eines
Korpers bestimmt. Speziell die Boschungswinkel an einer Pyramide motivieren die Frage nach dem Schnitt-
winkel zwischen zwei Ebenen. Die Parameterform von Ebenen hat ihren Einsatz vor allem da, wo es um die
Frage geht, ob ein DurchstoRpunkt einer Geraden (z.B. ein LotfulRpunkt, Schattenpunkt) eine bestimmte Fla-
che trifft oder auRerhalb dieser liegt.

In diesem Unterrichtsvorhaben wird im Sinne einer wissenschaftspropadeutischen Grundbildung besonderer
Wert auf eigenstandige Lernprozesse bei der Aneignung eines begrenzten Stoffgebietes sowie bei der Doku-
mentation von Losungswegen gelegt.

Vernetzung:

- Inhaltlich nimmt die Parallelprojektion die Behandlung von Schragbildern aus dem UV E-G1
wieder auf.

- Beim Berechnen von Flachen und Volumina werden, wo méglich, auch elementargeometri-
sche Losungswege als Alternative aufgezeigt. Vertiefend ist hier auch der Einsatz des Vektor-
produktes (vgl. LK-G3) mdglich.

Vertiefung:

- Virtuelle Landschaften mit Lichteffekten kdnnen im Rahmen einer begrenzten Projektar-
beit/Facharbeit mit rdumlicher Geometriesoftware gestaltet werden. In einem Kaleidoskop kon-
nen Spiegelungen verkettet werden und so auch Drehsymmetrien erzeugt werden.

- Ein MMS bietet die Mdglichkeit, vertiefend das Spatprodukt bzw. die Determinante als Kon-
troligréRe fir Volumina kennenzulernen, ohne die dahinterliegenden algebraischen Strukturen
offenzulegen. Auch Uber die lineare Abhangigkeit dreier Vektoren und speziell iiber den Ab-
stand zwischen zwei windschiefen Geraden kdnnen damit Aussagen gemacht werden, die ein
tiefergehendes geometrisches Verstandnis unterstiitzen.

Unterrichtsvorhaben LK-8: Strategieentwicklung bei geometrischen Problemsituationen
(LK-G6)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfelder: Analytische Geometrie und Lineare Algebra (G)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e VerknUpfung aller Bereiche

Kompetenzerwartungen:
Integrierende Wiederholung aller Kompetenzen des Inhaltsfeldes

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete Fra-
gestellung,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,
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Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlielen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und ibertragen diese begrin-
det auf andere Problemstellungen,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argumenten,

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Arg-(10) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstéandig und fehlerfrei sind,

Arg-(11) erganzen liickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit,

Kom-(11)greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter,

Kom-(15)flhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Angesichts des begrenzten Zeitrahmens ist es wichtig, den Fokus der Unterrichtstatigkeit nicht auf die Voll-
standigkeit einer ,Rezeptsammlung“ und deren hieb- und stichfeste Einlibung zu allen denkbaren Varianten
zu legen, sondern bei den Schilerinnen und Schiilern prozessbezogene Kompetenzen zu entwickeln, die sie
in die Lage versetzen, problemhaltige Aufgaben zu bearbeiten und dabei auch neue Anregungen zu verwer-
ten.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden Problemlésungen mit prozessbezogenen Zielen zu verbunden:
1) eine planerische Skizze anzufertigen und die gegebenen geometrischen Objekte abstrakt zu beschreiben,
2) geometrische Hilfsobjekte einzufiihren, 3) an geometrischen Situationen Fallunterscheidungen vorzuneh-
men, 4) bekannte Verfahren zielgerichtet einzusetzen und in komplexeren Ablaufen zu kombinieren, 5) un-
terschiedliche Losungswege kriteriengestutzt zu vergleichen.

Bei der Durchfiihrung der Losungswege kdnnen die Schilerinnen und Schiiler auf das entlastende Werkzeug
MMS zuriickgreifen und dessen Grenzen ausloten. Bei aufwendigeren Problemen soll dieser Teil der Losung
bewusst ausgeklammert werden.

Die erworbenen Kompetenzen im Problemlésen sollen auch in Aufgaben zum Einsatz kommen, die einen
Kontextbezug enthalten, so dass dieses Unterrichtsvorhaben auch unmittelbar auf das Abitur vorbereitet.

Vertiefung:
- Bei Beweisaufgaben, in denen die prozessbezogenen Kompetenzen des Argumentierens und
Problemlosens zusammengefiihrt werden miissen, sollen die Schiilerinnen und Schiiler auch
Formalisierungen in Vektorschreibweise rezipieren und z.T. selbst vornehmen.

Unterrichtsvorhaben LK-9: Von der Anderungsrate zum Bestand (LK-A3)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler
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(14) interpretieren Produktsummen im Sachkontext als Rekonstruktion des Gesamtbestandes oder Gesamt-
effektes einer Grolie,

(15) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(16) skizzieren zum Graphen einer gegebenen Randfunktion den Graphen der zugehdrigen Flacheninhalts-
funktion,

(17) erlautern und vollziehen an geeigneten Beispielen den Ubergang von der Produktsumme zum Integral
auf der Grundlage eines propadeutischen Grenzwertbegriffs.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Pro-(3) wabhlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlielen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und ibertragen diese begrin-
det auf andere Problemstellungen,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen
(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat,

Kom-(15)flihren Diskussionsbeitradge zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Das Thema ist komplementér zur Einflihrung der Anderungsraten im Unterrichtsvorhaben E-A3. Deshalb wer-
den hier Kontexte, die schon dort genutzt wurden, wieder aufgegriffen (Geschwindigkeit — Weg, Zuflussrate
von Wasser — Wassermenge). Daneben wird die Rekonstruktion einer Gréf3e (z.B. physikalische Arbeit) the-
matisiert, bei der es sich nicht um die Rekonstruktion eines Bestandes handelt.

Der Einstieg sollte Uber ein Stationenlernen oder eine arbeitsteilige Gruppenarbeit erfolgen, in der sich die
Schilerinnen und Schiiler selbststandig eine Breite an Kontexten, in denen von einer Anderungsrate auf den
Bestand geschlossen wird, erarbeiten. AuBer der Schachtelung durch Ober- und Untersummen sollen die
Schiilerinnen und Schiler eigenstandig weitere unterschiedliche Strategien (z.B. Trapezsummen) zur mog-
lichst genauen naherungsweisen Berechnung des Bestands entwickeln und vergleichen. Die entstehenden
Produktsummen werden als Bilanz Uber orientierte Flacheninhalte interpretiert.

Qualitativ kénnen die Schiilerinnen und Schiler so den Graphen einer Flacheninhaltsfunktion als ,Bilanzgra-
phen“ zu einem vorgegebenen Randfunktionsgraphen skizzieren. Damit bereitet dieses Unterrichtsvorhaben
den Begriff der Integralfunktion anschaulich vor. Die Ergebnisse des Stationenlernens bzw. der Gruppenarbeit
werden als Lernprodukte dokumentiert und im Kurs prasentiert. Schiilervortrage iber bestimmte Kontexte
sind hier winschenswert.
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Die erarbeiteten Produktsummen aus der vorhergehenden Arbeitsphase werden nun im Unterricht weiter ver-
feinert und damit werden immer genauere Flachenabschatzungen vorgenommen. Auch die Orientierung der
Flachen kann dabei erneut thematisiert werden. Bei der Berechnung von Produktsummen, die mit dem Sum-
menzeichen notiert sind, kann ein MMS gewinnbringend eingesetzt werden. Die Frage, wie die Genauigkeit
der Naherung erhdéht werden kann, gibt Anlass zu anschaulichen Grenzwertliberlegungen. Aus den Uberein-
stimmenden Grenzwerten von Ober- und Untersummen ergibt sich die Definition des Integrals.

Hinweise:
- Bei der Behandlung der Produktsummen soll auch die Notation mithilfe des Summenzeichens

eingeflihrt und geubt werden.

Materialhinweis:
- Impulse fiir das Stationenlernen kénnen den Sinus-Materialien (2008) in der Materialdaten-
bank entnommen werden: https://www.schulentwicklung.nrw.de/sinus/front_con-
tent.php?idart=448&idcat=378&lang=9&client=12&matld=2033

Unterrichtsvorhaben LK-10: Herleitung und Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung (LK-A4)
(Zeitbedarf: ca. 18 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
¢ Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und mit
dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,Stammfunktionen®) im Kontext der
Fragestellung,

(15) deuten die Inhalte von orientierten Flachen im Kontext der Fragestellung,

(18) begriinden den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung unter Verwendung eines anschauli-
chen Stetigkeitsbegriffs und wenden den Hauptsatz an,

(19) bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen, nutzen vorgegebene
Stammfunktionen und verwenden die natirliche Logarithmusfunktion als Stammfunktion der Funktion:
X1,

(20) nutzen die Intervalladditivitdt und Linearitat von Integralen,

(21) ermitteln den Gesamtbestand oder Gesamteffekt einer GréRe aus der Anderungsrate oder der Rand-
funktion,

(22) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen und uneigentlichen Integralen sowie Volu-
mina von Kdrpern, die durch die Rotation um die Abszisse entstehen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(5) fuihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,
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Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf Schliis-
sigkeit und Effizienz,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kénnen,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(11)greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Ausgehend von der Rekonstruktion eines Bestandes beziehungsweise der Flacheninhaltsfunktion und der
Definition des Integrals wird der Begriff der Integralfunktion Ia fir einen Anfangswert a erschlossen. Die Ver-
mutung, dass die Integralfunktion eine Stammfunktion ist, wird anschaulich, kontextgebunden und numerisch
begrindet.

Um den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auch tiefergehend zu begriinden, wird der absolute
Zuwachs la(x+h) — la(x) geometrisch durch Rechtecke nach oben und unten abgeschatzt. Der Ubergang zur
relativen Anderung mit anschlieRendem Grenziibergang fiihrt dazu, die Stetigkeit von Funktionen zu thema-
tisieren und den Hauptsatz formal exakt zu notieren. In diesem Rahmen werden auch die Intervall-additivitat
und Linearitat des Integrals formal gefasst.

Die Regeln zum Ermitteln von Funktionstermen fir Stammfunktionen werden von den Schilerinnen und
Schiilern durch Rickwartsanwenden der bekannten Ableitungsregeln selbstandig erarbeitet. Dabei finden sie

auch heraus, dass dies nicht in jedem Fall méglich ist und es Funktionen wie f(x) = % gibt, fir deren Stamm-
funktionen noch kein Funktionsterm zur Verfligung steht.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden fiir die Berechnung von Flachen zwischen Funktionsgraphen genutzt
und auf weitere zunehmend komplexe innermathematische und anwendungsorientierte Situationen lbertra-
gen. Geeignete Problemstellungen werden auch ohne Hilfsmittel bearbeitet.

Unterrichtsvorhaben LK-11: Alles nur Zufall? — Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
(LK-S1)
(Zeitbedarf: ca. 18 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahrschein-
lichkeiten, Pfadregeln

e Kenngroflen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

o Diskrete ZufallsgrofRen: Wahrscheinlichkeitsverteilungen, KenngréRen

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(1) planen und beurteilen statistische Erhebungen und nutzen dabei auch digitale Mathematikwerkzeuge,

(2) untersuchen und beurteilen Stichproben mithilfe von Lage- und Streumalen, und verwenden das
Summenzeichen,
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(3) verwenden Simulationen zur Untersuchung stochastischer Situationen und nutzen dabei auch digitale
Mathematikwerkzeuge,

(5) bestimmen das Gegenereignis A, verkniipfen Ereignisse durch die Operationen A\B, AnB, AUB

und bestimmen die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten,

(7) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfeldertafeln und
berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,

(8) prufen Teilvorgange mehrstufiger Zufallsexperimente mithilfe von Vierfeldertafeln und Baumdiagram-
men auf stochastische Unabhangigkeit,

(9) I6sen Problemstellungen im Kontext bedingter Wahrscheinlichkeiten,

(10) erlautern den Begriff der ZufallsgréRe an geeigneten Beispielen und bestimmen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen diskreter Zufallsgrofen,

(11) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von diskreten
Zufallsgréien.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit mit
mathematischen Objekten,

Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete
Fragestellung,

) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf Schlis-
sigkeit und Effizienz,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsfor-
men (graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus.

Umsetzung:

Zur Beschreibung einer von den Schiilerinnen und Schilern selbststéndig geplanten statistischen Erhebung
(z.B. Grofke, Gewicht von Neugeborenen) wird das Grundversténdnis von Lage- und Streumal3en durch Riick-
griff auf die Erfahrungen der Schillerinnen und Schiiler mit Boxplots reaktiviert. Zur Auswertung und graphi-
schen Darstellung von statistischen Erhebungen wird ein MMS verwendet. Uber eingangige Beispiele von
Stichproben mit gleichem arithmetischem Mittel, aber unterschiedlicher Streuung, wird die Definition der
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Standardabweichung als Wurzel der mittleren quadratischen Abweichung motiviert. Durch Vergleiche unter-
schiedlicher Stichproben wird ein Gespdr fir die Auswirkung auf die KenngrofRen entwickelt. Dabei wird das
Summenzeichen zur Notation von arithmetischem Mittel und quadratischer Abweichung verwendet.

Anhand von Gliicksspielen und Zufallsexperimenten, die von den Lernenden selbst durchgefiihrt werden,
werden die grundlegenden Inhalte der Stochastik aus der S| wiederholt, vertieft und die Fachbegriffe gefestigt.
Dabei werden zur Modellierung von Wirklichkeit auch Simulationen — zumeist unter Verwendung eines MMS
(Nutzung des Zufallsgenerators) — geplant und durchgefiihrt (Gesetz der gro3en Zahlen). Zur Beschreibung
von Ereignissen werden die Mengenschreibweisen eingefiihrt und angewendet.

Die aus der Sekundarstufe | bekannten Vierfeldertafeln und Baumdiagramme werden im Kontext von zwei-
und mehrstufigen Zufallsexperimenten zur Berechnung bedingter Wahrscheinlichkeiten beim Vertauschen
von Merkmal und Bedingung sowie zur Uberpriifung von Teilvorgéangen auf stochastische Unabhangigkeit
eingesetzt. Bei der Erfassung stochastischer Zusammenhange und dem Umgang mit Mengenschreibweisen

ist die Unterscheidung von Wahrscheinlichkeiten des Typs P(AmB) von bedingten Wahrscheinlichkeiten
Pa (B) — auch sprachlich — von besonderer Bedeutung. Die Erarbeitung erfolgt im Rahmen von sinnstiftenden
Kontexten wie Zufallsantworten bei sensitiven Fragen und Diagnosetests flr Krankheiten (z.B. Corona-Test).

Anhand verschiedener Gllcksspiele wird der Begriff der (diskreten) Zufallsgrofie und der zugehoérigen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (als Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den moglichen Werten, die die Zufalls-
gréfe annimmt) zur Beschreibung von Zufallsexperimenten eingefiihrt. Analog zur Betrachtung der Kenngro-
Ren bei empirischen Haufigkeitsverteilungen werden der Erwartungswert, die Varianz und die Standardab-
weichung einer diskreten ZufallsgréRe definiert und im Sachkontext angewendet. Auch hierbei wird ein MMS
zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen (Histogramme) und zur Entlastung des hilfsmittel-
freien Rechnens verwendet.

Hinweis:

- Beider Auswahl der Kontexte fiir Modellierungen und Aufgabenstellungen sollten im gesamten
Unterrichtsvorhaben die Mdglichkeiten unterschiedlicher Lebensweisen, Identitaten und Ori-
entierungen sensibel berlcksichtigt werden. Das bedeutet insbesondere, dass die Merkmale
~weiblich“ und ,mannlich nicht als komplementar betrachtet werden sollten, da es neben den
Geschlechtern ,weiblich“ und ,mannlich“ auch das Geschlecht ,divers® sowie die Méglichkeit
gibt, den Geschlechtseintrag im Personenstandsregister offenzulassen. Die Komplementar-
menge von ,weiblich® sollte daher ,nicht weiblich® sein.

Unterrichtsvorhaben LK-12: Treffer oder nicht? — Vom Urnenmodell zur Binomialverteilung
(LK-S2)
(Zeitbedarf: ca. 12 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Mehrstufige Zufallsexperimente: Urnenmodelle, Baumdiagramme, Vierfeldertafeln, bedingte Wahrschein-
lichkeiten, Pfadregeln

e Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, KenngroRRen, Histogramme, o-Regeln

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(4) verwenden Urnenmodelle (Ziehen mit und ohne Zurlicklegen) zur Beschreibung von Zufallsprozessen
und zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten,

(6) erklaren die kombinatorische Bedeutung des Binomialkoeffizienten und berechnen diesen in einfachen
Fallen auch ohne Hilfsmittel,

(7) beschreiben mehrstufige Zufallsexperimente mit Hilfe von Baumdiagrammen und Vierfeldertafeln und
berechnen damit Wahrscheinlichkeiten,
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(12) begrinden, dass bestimmte Zufallsexperimente durch binomialverteilte ZufallsgroRen beschrieben wer-
den konnen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und Formel-
sammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Losungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines Prob-
lems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Arg-(5)  begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(11) greifen Beitrdge auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Urnenmodelle werden zunachst verwendet, um grundlegende Zahlprinzipien wie das Ziehen mit/ohne Zu-
riicklegen mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge zu thematisieren, und zur Berechnung von Wahrschein-
lichkeiten genutzt. Durch die Fokussierung auf lediglich zwei mdgliche Ergebnisse (,Erfolg” oder ,Misserfolg®)
wird der Begriff des Bernoulli-Experiments eingeflihrt. Durch einen Vergleich mit dem Ziehen aus einer Urne
ohne Zurucklegen wird geklart, dass die Anwendung des Modells Bernoullikette jeweils eine bestimmte Re-
alsituation voraussetzt, d.h. dass die Treffer von Stufe zu Stufe unabhangig voneinander mit konstanter Wahr-
scheinlichkeit erfolgen.

Der Schwerpunkt bei der Betrachtung von Binomialverteilungen soll auf der Modellierung stochastischer Si-
tuationen liegen. Dabei werden zunachst Bernoulliketten in realen Kontexten oder in Spielsituationen betrach-
tet. Das Vorliegen einer Bernoullikette soll dabei explizit begrindet werden und in einzelnen Féllen einer
Modellkritik unterzogen werden. Zur formalen Herleitung der Binomialverteilung und des Binomialkoeffizien-
ten bieten sich das Galtonbrett bzw. seine Simulation sowie die Betrachtung von Multiple-Choice-Tests an.
Ausgehend von der kombinatorischen Bedeutung wird der Binomialkoeffizient im Folgenden in einfachen Fal-
len auch ohne Hilfsmittel berechnet. Zur Visualisierung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden Histo-
gramme genutzt.

Die anschlieBende Vertiefung erfolgt in unterschiedlichen Sachkontexten, deren Bearbeitung auf Zeitungsar-
tikeln basieren kann. Auch Beispiele der Modellumkehrung werden betrachtet (,Von der Verteilung zur Real-
situation®). Die Werte der Binomialverteilung, insbesondere der kumulierten Binomialverteilung, werden in der
Regel mithilfe eines MMS berechnet. Hilfsmittelfreie Zugange sind jedoch in Einzelfallen unter anderem durch
Betrachtung von Komplementarereignissen maoglich.

Vernetzung:
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- Das Summenzeichen wird als Schreibweise bei den kumulierten Wahrscheinlichkeiten einer
Binomialverteilung wieder aufgegriffen.

Summe Leistungskurs Q1: 200 Unterrichtsstunden

Vereinbarungsgeman in Unterrichtsvorhaben verplant: 147 Unterrichtsstunden

Qualifikationsphase

Leistungskurs Q2

Unterrichtsvorhaben LK-13: Parameter und Prognosen — Untersuchung charakteristischer Gré-
Ben von Binomialverteilungen (LK-S3)
(Zeitbedarf: ca. 15 Ustd.)

Inhaltsfelder: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:

e Kenngroflen: Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

¢ Binomialverteilung: Binomialkoeffizient, KenngroRRen, Histogramme, o-Regeln

e Beurteilende Statistik: Prognoseintervall, Konfidenzintervall, Stichprobenumfang

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(11) bestimmen und deuten den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung von diskreten
Zufallsgréien,

(13) erklaren die Binomialverteilung und beschreiben den Einfluss der Parameter n und p auf die Binomial-
verteilung, ihre KenngroéRen und die graphische Darstellung,

(14) nutzen die Binomialverteilung und ihre Kenngréf3en zur Beschreibung von Zufallsexperimenten und zur
Lésung von Problemstellungen,

(16) ermitteln mit Hilfe der o-Regeln Prognoseintervalle fir die absoluten und relativen Haufigkeiten in einer
Stichprobe und interpretieren diese im Sachkontext.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit mit
mathematischen Objekten,

Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- Ermitteln der Kennzahlen statistischer Daten und von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch normal-

verteilten Zufallsgréien,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen Uber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,
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Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur,
Tabelle, experimentelle Verfahren),

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Erganzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Losung eines Prob-
lems und fihren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberprifen die Plausibilitat von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf Schlis-
sigkeit und Effizienz,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verknlpfung von einzelnen Argumenten,

Kom-(2) beschreiben Beobachtungen, bekannte Losungswege und Verfahren,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(12) nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

Eine Visualisierung der Binomialverteilung sowie des Einflusses von Stichprobenumfang n und Trefferwahr-
scheinlichkeit p erfolgt durch die graphische Darstellung der Verteilung als Histogramm unter Nutzung eines
MMS. Anhand derartiger Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden der Erwartungswert und die Standardab-
weichung einer Binomialverteilung hergeleitet. Eine Moglichkeit zur Herleitung der Standardabweichung ist,
mithilfe eines MMS bei festem n und p fir jedes k die quadratische Abweichung vom Erwartungswert mit der
zugehorigen Wahrscheinlichkeit zu multiplizieren. Die Varianz als Summe dieser Werte wird zusammen mit
dem Erwartungswert in einer weiteren Tabelle notiert. Durch systematisches Variieren von n und p entdecken

die Lernenden die funktionale Abhéangigkeit der Varianz von diesen Parametern und die Formel

02:n-p-(1—p)-

In verschiedenen Anwendungszusammenhangen werden sodann Problemstellungen mit binomialverteilten
Zufallsgréf3en untersucht, die jeweils eine Berechnung der Parameter k, p oder n verlangen. Mit dem Erwar-
tungswert lasst sich auch der Begriff eines ,fairen“ Spiels aufgreifen.

Das Konzept der o-Umgebungen wird durch die Untersuchung von Binomialverteilungen mit verschiedenen
n und p entwickelt. Die o-Regeln werden benutzt, um Prognoseintervalle fiir unterschiedliche Sicherheits-
wahrscheinlichkeiten zu ermitteln und im Sachzusammenhang zu interpretieren.

Am Ende dieses Unterrichtsvorhabens bietet sich die Moglichkeit, den Zusammenhang zwischen Stichpro-
benumfang und der Lange des Prognoseintervalls zu untersuchen und durch eine Visualisierung mithilfe eines

MMS das % - Gesetz der gro3en Zahlen zu veranschaulichen.

Unterrichtsvorhaben LK-14: Vertrauen und Verlasslichkeit — Schatzen von Wahrscheinlichkeiten
mithilfe von Konfidenzintervallen (LK-S4)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfelder: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
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e Beurteilende Statistik: Prognoseintervall, Konfidenzintervall, Stichprobenumfang

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(15) interpretieren die bei einer Stichprobe erhobene relative Haufigkeit als Schatzung einer zugrundelie-
genden unbekannten Wahrscheinlichkeit,

(17) ermitteln auf Grundlage einer relativen Haufigkeit ein Konfidenzintervall fir den Parameter p einer bino-
mialverteilten ZufallsgréRe und interpretieren das Ergebnis im Sachkontext (Schluss von der Stichprobe
auf die Grundgesamtheit),

(18) schatzen den fiir ein Konfidenzintervall vorgegebener Lange erforderlichen Stichprobenumfang ab.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(5) fiihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(6) fiihren verschiedene Losungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

- Lésen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhangig von Parametern,

- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch normal-
verteilten Zufallsgréien,

- Berechnen der Grenzen von Konfidenzintervallen im Leistungskurs,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder AusschlieRen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Erganzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Lésungswege und optimieren diese mit Blick auf Schlis-
sigkeit und Effizienz,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begriinden Lésungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogi-
sche Argumente,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich inres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit,

Arg-(13) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kdnnen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen
(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(14) vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltagsmedien
unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15) flhren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:

Ausgehend von der Modellierung einer Sachsituation (z.B. Wahrscheinlichkeit von Retouren im Onlinehandel;
Glicksrad auf einer schiefen Ebene; Eichgewicht bei Lebensmittelverpackungen) mit einer Binomial-vertei-
lung, deren Trefferwahrscheinlichkeit p unbekannt ist, stellt sich die Frage nach der Schatzung der unbekann-
ten Trefferwahrscheinlichkeit. Eine erste Annaherung erfolgt durch die Punktschatzung der relativen Haufig-
keit in einer Stichprobe (Rickschluss auf die Gesamtheit).
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Um zu einer Intervallschatzung zu kommen, werden zunachst mithilfe eines MMS von der Trefferwahrschein-
lichkeit p abhangige 95%-Prognoseintervalle in einem Ellipsendiagramm dargestellt, deren Randfunktionen

durch h, mit h,. (p)=pi1,96-1/@ beschrieben werden.

Mithilfe dieser Darstellung kann fiir eine relative Haufigkeit in einer Stichprobe ein Intervall von Wahrschein-
lichkeiten bestimmt werden, das mit dieser Stichprobe ,vertraglich® ist. Dieses Intervall wird als Konfidenzin-
tervall bezeichnet (Riickschluss auf die Gesamtheit). Um Konfidenzintervalle fir andere relative Haufigkeiten,
Sicherheitswahrscheinlichkeiten (Konfidenzniveaus) und Stichprobengré3en zu ermitteln, werden die Gren-
zen von Konfidenzintervallen auch rechnerisch mithilfe eines MMS bestimmt.

Gegen Ende des Unterrichtsvorhabens wird auch die Mindestgrofie n einer Stichprobe zu einer vorgegebenen
Lange eines Konfidenzintervalls abgeschatzt.

Materialhinweise:

- Material: ,Schatzen von Parametern — Prognose- und Konfidenzintervalle“ im Lehrplannaviga-
tor (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/lgymnasiale-ober-
stufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

- Weitere Kontexte: Politbarometer; Corona-Schnelltests, auf deren Beipackzetteln oft Konfiden-
zintervalle angegeben sind

Unterrichtsvorhaben LK-15: Alles normal? — Untersuchung und Anwendung von stetigen Zufalls-
gréBen (LK-S5)
(Zeitbedarf: ca. 10 Ustd.)

Inhaltsfeld: Stochastik (S)

Inhaltliche Schwerpunkte:
¢ Normalverteilung: Dichtefunktion (,Gauly’sche Glockenkurve®), Parameter y und o, Graph der Vertei-
lungsfunktion

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(19) unterscheiden diskrete und stetige ZufallsgréBen und deuten die Verteilungsfunktion als Integral-
funktion,

(20) untersuchen stochastische Situationen, die zu annahernd normalverteilten Zufallsgrofien fiihren,

(21) beschreiben den Einfluss der Parameter p und o auf die Normalverteilung und die graphische Darstel-
lung ihrer Dichtefunktion (,Gaul¥’'sche Glockenkurve®).

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und Formel-
sammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
- zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
- Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
- Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,
- Variieren der Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
- Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei binomialverteilten und im Leistungskurs auch normal-

verteilten Zufallsgréien,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,
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Mod-(6) beziehen erarbeitete Lésungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Lésungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(3) wahlen zur Erfassung einer Situation heuristische Hilfsmittel aus (Skizze, informative Figur, Ta-
belle, experimentelle Verfahren),

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der
Fragestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich inres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen
(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen.

Umsetzung:

Normalverteilungen sind in der Stochastik bedeutsam, weil sich die Summenverteilung von genligend vielen
unabhangigen Zufallsvariablen haufig durch eine Normalverteilung approximieren lasst. Dazu bietet sich an,
zunachst mit einem MMS die Haufigkeiten der Augensummen von zwei, drei, vier... Wirfeln zu simulieren,
wobei in der graphischen Darstellung die Glockenform zunehmend deutlicher wird. Ergebnisse von Schulleis-
tungstests oder Intelligenztests werden erst vergleichbar, wenn man sie hinsichtlich des Mittelwerts und der
Standardabweichung normiert, was ein Anlass dafir ist, mit den Parametern p und ¢ zu experimentieren.
Auch Untersuchungen zu Mess- und Schatzfehlern bieten einen anschaulichen, ggf. handlungsorientierten
Zugang, beispielsweise bei der Untersuchung des Abstandes der Wurftreffer zum Mittelpunkt einer Dart-
scheibe oder der Lange zufallig ausgewahlter Schrauben.

Hervorzuheben ist im Unterricht, dass es sich bei Normalverteilungen um Wahrscheinlichkeitsverteilungen
von stetigen Zufallsgréf3en handelt, im Unterschied zu den bislang behandelten diskreten ZufallsgréRen.

Da auf dem MMS (und auch auf dem WTR) Normalverteilungen einprogrammiert sind, spielt die Approxima-
tion der Binomialverteilung durch die Normalverteilung (Satz von de Moivre-Laplace) fir die Anwendungsbei-
spiele im Unterricht eine untergeordnete Rolle. Dennoch sollte bei gentigender Zeit deren Herleitung als Ver-
tiefung der Integralrechnung im Leistungskurs thematisiert werden, da der Ubergang von der diskreten zur
stetigen Verteilung in Analogie zur Approximation von Flachen durch Produktsummen nachvollzogen werden
kann (vgl. LK-A3).

Die Visualisierung und Berechnung von Flachen bzw. Wahrscheinlichkeiten erfolgt mithilfe eines MMS.
Der Einsatz des MMS wird zum Anlass genommen, festzustellen, dass es sich bei der Dichtefunktion einer

Normalverteilung (,GauR‘sche Glockenkurve®) um den Graphen einer Randfunktion handelt, zu deren Stamm-
funktion (,Gaufi‘'sche Integralfunktion“) kein Term angegeben werden kann.

Vernetzung:
- Zur Vernetzung mit Aspekten der Analysis (Grenzwertbetrachtung, Integralrechnung) bietet
sich der Bezug zu uneigentlichen Integralen an.

Unterrichtsvorhaben LK-16: Von Wachstumsprozessen zur natiirlichen Exponentialfunktion
(LK-A5)
(Zeitbedarf: ca. 15 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
o Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

59



¢ Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen,
Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit rationalem Ex-
ponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren Einfluss
auf Eigenschaften von Funktionsscharen,

(10) beschreiben die Eigenschaften von Exponentialfunktionen der Form a* und erlautern die Besonder-

heit der naturlichen Exponentialfunktion (f' =f),
(11) verwenden Exponentialfunktionen zur Beschreibung von begrenzten und unbegrenzten Wachstums-
und Zerfallsvorgangen und beurteilen die Qualitat der Modellierung.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der Arbeit
mit mathematischen Objekten,

Ope-(5) fluihren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(10) recherchieren Informationen und Daten aus Medienangeboten (Printmedien, Internet und Formel-
sammlungen) und reflektieren diese kritisch,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...

— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(1) erfassen und strukturieren zunehmend komplexe reale Situationen mit Blick auf eine konkrete Fra-
gestellung,

) treffen begriindet Annahmen und nehmen Vereinfachungen realer Situationen vor,
) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(4) ordnen einem mathematischen Modell passende reale Situationen zu,

) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(7) reflektieren die Abhangigkeit der Losungen von den getroffenen Annahmen,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlielen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der Fra-
gestellung,

Pro-(14) variieren und verallgemeinern Fragestellungen vor dem Hintergrund einer Lésung,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(14)vergleichen und beurteilen mathematikhaltige Informationen und Darstellungen in Alltagsmedien
unter mathematischen Gesichtspunkten,

Kom-(15)fihren Diskussionsbeitrage zu einem Fazit zusammen.

Umsetzung:
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In anwendungsbezogenen Kontexten (Wachstum und Zerfall) soll an die in der Sekundarstufe | erworbenen

Kompetenzen zu allgemeinen Exponentialfunktionen der Form x — a - q* angekniipft werden. Dabei unter-

sttzt ein MMS die Klarung der Bedeutung der Parameter a und q der allgemeinen Exponentialfunktion sowie
die Beschreibung der Veranderungen durch Transformationen. Die Frage nach der Ableitung an einer Stelle
fuhrt zu einer vertiefenden Betrachtung des Ubergangs von der durchschnittlichen zur momentanen Ande-
rungsrate. Mit einem MMS kann das Verhalten des Differenzenquotienten fiir immer kleinere h betrachtet
werden. Durch Variation der Stelle der Ableitung entdecken die Lernenden die Proportionalitat der Ande-
rungsrate zum Bestand (Differentialgleichung).

Anschliefend wird die Basis variiert. Dabei ergibt sich fur die Eulersche Zahl als Basis der Proportionalitats-
faktor eins bzw. die Ubereinstimmung von Funktion und Ableitungsfunktion. Mithilfe des natirlichen Logarith-

mus kdnnen nun allgemeine Exponentialfunktionen in der Form x - a- gn(arx geschrieben und als Transfor-
mation (Streckung) der natirlichen Exponentialfunktion identifiziert werden.

Als Anwendung werden Wachstumsprozesse auch mit natiirlichen Exponentialfunktionen beschrieben. Wei-
terfihrend werden auch begrenzte Wachstumsprozesse und Wachstumsprozesse mit Parametern (Funkti-
onsscharen) betrachtet.

Der Vergleich unterschiedlicher Modellierungen (linear, quadratisch, exponentiell und begrenzt) fiihrt zu einer
kritischen Auseinandersetzung mit der Modellbildung. Die zugrundeliegenden Annahmen und die Grenzen
der Modelle sind der Ausgangspunkt, um Verbesserungen der Modellierung zum Beispiel durch abschnitts-
weise Kombination verschiedener Wachstumsmodelle herbeizufiihren.

Materialhinweis:
- Material ,Meeresspiegelanstieg I| — Modellierung mit Exponentialfunktionen® im Lehrplannavi-
gator (https://www.schulentwicklung.nrw.de/lehrplaene/lehrplannavigator-s-ii/gymnasiale-

oberstufe-neue-klp/mathematik/hinweise-und-materialien/index.html)

Unterrichtsvorhaben LK-17: Umkehrbarkeit und Umkehrfunktionen (LK-A6)
(Zeitbedarf: ca. 8 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
o Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

o Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen,
Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit rationalem Ex-
ponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(12) untersuchen ausgewahlte Funktionen, insbesondere die natlrliche Exponential- und Logarithmusfunk-
tion, auf Umkehrbarkeit und ermitteln in einfachen Fallen einen Funktionsterm der Umkehrfunktion un-
ter Berucksichtigung von Definitions- und Wertebereich,

(13) erlautern den Zusammenhang zwischen dem Graphen einer Funktion und dem Graphen seiner Um-
kehrfunktion,

(19) bestimmen ohne Hilfsmittel Stammfunktionen ganzrationaler Funktionen, nutzen vorgegebene Stamm-
funktionen und verwenden die naturliche Logarithmusfunktion als Stammfunktion der Funktion: X — %

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,

Ope-(5) fuhren Darstellungswechsel sicher aus,

Ope-(8) erstellen Skizzen geometrischer Situationen und wechseln zwischen Perspektiven,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,
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Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(11)greifen Beitrage auf und entwickeln sie weiter.

Umsetzung:

Anknipfend an das vorherige Unterrichtsvorhaben (Ubergang von a-q* zu a- e(@x ynd Umkehrung der

Fragestellung bei Wachstumsprozessen wird der Logarithmus nun nicht nur als Operator, sondern als (Um-
kehr-) Funktion betrachtet. Die Umkehrbarkeit von Funktionen wird ausgehend von graphischen Darstellun-
gen und jeweils variierenden Definitionsbereichen am Beispiel der natiirlichen Exponential- / Logarithmus-
funktion und an anderen passenden Funktionen (z.B. Potenz- / Wurzelfunktionen) sowie Transformationen
von diesen thematisiert. In einfachen Fallen werden Funktionsterme von Umkehrfunktionen dabei hilfsmittel-
frei ermittelt. Der Zusammenhang zwischen den Graphen einer Funktion und ihrer Umkehrfunktion wird unter
Berilcksichtigung von Definitions- und Wertebereich als Symmetrie zur Winkelhalbierenden erkannt.

Die Ableitung der natirlichen Logarithmusfunktion wird innermathematisch tiber den graphischen Zusammen-
hang zur naturlichen Exponentialfunktion (Winkelhalbierende als Symmetrieachse) und aus der Steigung ei-
ner gespiegelten Tangente hergeleitet. Damit wird der natiirliche Logarithmus als Stammfunktion der Funktion

X = % identifiziert.

Vertiefung:
- Der Einfluss des Definitionsbereichs auf die Umkehrbarkeit kann gut am Beispiel der Sinus-

und der Kosinusfunktion betrachtet werden.

Unterrichtsvorhaben LK-18: Zusammengesetzte Funktionen und Ableitungsregeln (LK-A7)
(Zeitbedarf: ca. 20 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form

f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

¢ Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

e FortfUhrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwertprob-
leme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,Steckbriefaufgaben®)

Kompetenzerwartungen: Die Schiilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen,
Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit rationalem Ex-
ponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(5) interpretieren Parameter von Funktionen im Kontext der Fragestellung und untersuchen ihren Einfluss
auf Eigenschaften von Funktionsscharen,
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(6) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinus-
und Kosinusfunktionen, der natiirlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunktionen mit rationalem
Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

(8) deuten die Ableitung mithilfe der Approximation durch lineare Funktionen,

(9) nutzen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur Beschreibung quantifizier-
barer Zusammenhange.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler

Ope-(1) wenden grundlegende Kopfrechenfertigkeiten sicher an,

Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,

Ope-(4) verwenden Basiswissen, mathematische Regeln und Gesetze sowie Algorithmen bei der
Arbeit mit mathematischen Objekten,

Ope-(6) flihren verschiedene Lésungs- und Kontrollverfahren durch, vergleichen und bewerten diese,

Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,

Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,

Ope-(11) nutzen Mathematikwerkzeuge zum Darstellen, Berechnen, Kontrollieren und Prasentieren sowie
zum Erkunden,

Pro-(4) erkennen Muster und Beziehungen und generieren daraus Vermutungen,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlief3en, Darstellungswechsel, Zerlegen und Erganzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(7) setzen Routineverfahren auch hilfsmittelfrei zur Losung ein,

Arg-(1) stellen Fragen, die fiir die Mathematik charakteristisch sind, und stellen begriindete Vermutungen
Uber die Existenz und Art von Zusammenhangen auf,

Arg-(2) unterstiitzen Vermutungen durch geeignete Beispiele,

Arg-(3) prazisieren Vermutungen mithilfe von Fachbegriffen und unter Berlicksichtigung der logischen
Struktur,

Arg-(4) erldutern Zusammenhange zwischen Fachbegriffen,

Arg-(5) begrinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argumenten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Arg-(9) erklaren vorgegebene Argumentationsketten und mathematische Beweise,

) beurteilen, ob vorliegende Argumentationsketten vollstéandig und fehlerfrei sind,

) erganzen lickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit,

) Uberprifen, inwiefern Ergebnisse, Begriffe und Regeln verallgemeinert werden kdnnen,

Kom-(3) erlautern mathematische Begriffe in innermathematischen und anwendungsbezogenen Zusam-
menhangen,

Kom-(4) erfassen und erlautern mathematische Darstellungen, auch wenn diese nicht vertraut sind,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig
und koharent,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung.

Umsetzung:

In diesem Unterrichtsvorhaben werden die noch fehlenden Ableitungsregeln (Produkt- und Kettenregel) her-
geleitet. Die Vorstellung des Ableitens als lokale lineare Approximation wird dabei mithilfe eines MMS aufge-
griffen. Die Ableitungsregeln kdnnen zunachst als Vermutungen fir die Ableitungen von Produkten von ganz-
rationalen Funktionen bzw. fir einfache Verkettungen (z.B. Potenz einer ganzrationalen Funktion) aufgestellt
und durch Ausmultiplizieren und Anwenden der bereits bekannten Ableitungsregeln Uberprift werden.
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Mindestens eine der neuen Ableitungsregeln soll bewiesen werden. An dieser Stelle sind Differenzierungen
z.B. durch Einsatz eines Beweispuzzles oder Beurteilungen von vorgelegten Argumentationsketten méglich.

Mithilfe der neu gewonnenen Ableitungsregeln werden schliellich zusammengesetzte Funktionen (auch mit
Exponentialfunktionen und Sinus- / Kosinusfunktionen) untersucht und in unterschiedlichen innermathemati-
schen und anwendungsbezogenen Aufgaben eingesetzt. Dabei werden auch Funktionsscharen betrachtet.
Vorgelegte Stammfunktionen werden nachgewiesen und verwendet. Neben rechnerischen Zugangen werden
auBerdem Eigenschaften von Funktionen als Argumente zur L6sung von Aufgaben verwendet.

Hinweis:
- Dielineare Approximation stellt eine Moglichkeit dar, die Beweise der Ableitungsregeln fachlich
korrekt und einsichtig zu notieren.

Unterrichtsvorhaben LK-19: Modellieren mit zusammengesetzten Funktionen (LK-A8)
(Zeitbedarf: ca. 20 Ustd.)

Inhaltsfeld: Funktionen und Analysis (A)

Inhaltliche Schwerpunkte:
e Funktionen: ganzrationale Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen der Form
f(x)=a-sin(b-x+c)+d sowie entsprechende Kosinusfunktionen

¢ Eigenschaften von Funktionen: Verlauf des Graphen, Definitionsbereich, Wertebereich, Nullstellen, Sym-
metrie, Verhalten fir x—+«

e FortfUhrung der Differentialrechnung: Produktregel, Kettenregel, Funktionsscharen, Extremwertprob-
leme, Rekonstruktion von Funktionstermen (,Steckbriefaufgaben®)

¢ Integralrechnung: Produktsumme, orientierte Flache, Bestandsfunktion, Integralfunktion, Stammfunktion,
bestimmtes Integral, Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Kompetenzerwartungen: Die Schilerinnen und Schiiler

(3) nutzen die Eigenschaften von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinusfunktionen,
Kosinusfunktionen, der natirlichen Logarithmusfunktion und von Potenzfunktionen mit rationalem Ex-
ponenten sowie der Transformationen dieser Funktionen zur Beantwortung von Fragestellungen,

(6) bilden ohne Hilfsmittel die Ableitungen von ganzrationalen Funktionen, Exponentialfunktionen, Sinus-
und Kosinusfunktionen, der natiirlichen Logarithmusfunktion sowie von Potenzfunktionen mit rationalem
Exponenten und wenden die Produkt- und Kettenregel an,

(7) untersuchen Funktionen auch in Abhangigkeit von Parametern mithilfe von vorgegebenen und mit
dem MMS ermittelten Ableitungen und unbestimmten Integralen (,Stammfunktionen®) im Kontext der
Fragestellung,

(9) nutzen zusammengesetzte Funktionen (Summe, Produkt, Verkettung) zur Beschreibung quantifizier-
barer Zusammenhange,

(22) ermitteln Flacheninhalte mithilfe von bestimmten Integralen und uneigentlichen Integralen sowie Volu-
mina von Korpern, die durch die Rotation um die Abszisse entstehen,

(23) I6sen innermathematische und anwendungsbezogene Problemstellungen mithilfe von ganzrationalen
Funktionen, Exponentialfunktionen und daraus zusammengesetzten Funktionen sowie mithilfe von
Sinus- und Kosinusfunktionen.

Prozessbezogene Kompetenzen: Die Schiilerinnen und Schiiler
Ope-(2) Ubersetzen symbolische und formale Sprache in natirliche Sprache und umgekehrt,
Ope-(3) flihren geeignete Rechenoperationen auf der Grundlage eines inhaltlichen Verstandnisses durch,
Ope-(7) nutzen schematisierte und strategiegeleitete Verfahren und wahlen diese situationsgerecht aus,
Ope-(9) verwenden grundlegende Eigenschaften mathematischer Objekte zur Bearbeitung von Problem-
stellungen,
Ope-(12) verwenden im Unterricht ein modulares Mathematiksystem (MMS) zum ...
— Ldsen von Gleichungen und Gleichungssystemen auch abhéngig von Parametern,
— zielgerichteten Variieren von Parametern von Funktionen,
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— Erstellen von Graphen und Wertetabellen von Funktionen,
— Ermitteln eines Funktionsterms der Ableitung einer Funktion auch abhangig von Parametern,
— Ermitteln bestimmter und unbestimmter Integrale auch abhangig von Parametern,

Ope-(13) entscheiden situationsangemessen (iber den Einsatz mathematischer Hilfsmittel und digitaler Ma-
thematikwerkzeuge und wahlen diese begrindet aus,

Ope-(14) reflektieren die Moglichkeiten und Grenzen digitaler Mathematikwerkzeuge,

Mod-(3) Ubersetzen zunehmend komplexe reale Situationen in mathematische Modelle,

Mod-(5) erarbeiten mithilfe mathematischer Kenntnisse und Fertigkeiten Lésungen innerhalb des mathe-
matischen Modells,

Mod-(6) beziehen erarbeitete Losungen wieder auf die reale Situation und interpretieren diese als Antwort
auf die Fragestellung,

Mod-(8) benennen Grenzen aufgestellter mathematischer Modelle und vergleichen Modelle bzgl. der An-
gemessenheit,

Mod-(9) verbessern aufgestellte Modelle mit Blick auf die Fragestellung,

Pro-(1) stellen Fragen zu zunehmend komplexen Problemsituationen,

Pro-(2) analysieren und strukturieren die Problemsituation,

Pro-(5) nutzen heuristische Strategien und Prinzipien (Analogiebetrachtungen, Schatzen und Uberschla-
gen, systematisches Probieren oder Ausschlielen, Darstellungswechsel, Zerlegen und Ergéanzen,
Symmetrien verwenden, Invarianten finden, Zurlckfiihren auf Bekanntes, Zerlegen in Teilprob-
leme, Fallunterscheidungen, Vorwarts- und Rickwartsarbeiten, Spezialisieren und Verallgemei-
nern),

Pro-(6) wahlen geeignete Begriffe, Zusammenhange, Verfahren sowie Medien und Werkzeuge zur Prob-
lemlésung aus,

Pro-(8) beriicksichtigen einschrankende Bedingungen,

Pro-(9) entwickeln Ideen fiir mogliche Losungswege, planen Vorgehensweisen zur Lésung eines Prob-
lems und fUhren Losungsplane zielgerichtet aus,

Pro-(10) Uberpriifen die Plausibilitdt von Ergebnissen und interpretieren diese vor dem Hintergrund der Fra-
gestellung,

Pro-(11) analysieren und reflektieren Ursachen von Fehlern,

Pro-(12) vergleichen und beurteilen verschiedene Losungswege und optimieren diese mit Blick auf Schliis-
sigkeit und Effizienz,

Pro-(13) benennen zugrundeliegende heuristische Strategien und Prinzipien und ibertragen diese begrin-
det auf andere Problemstellungen,

Arg-(5) begriinden Losungswege und nutzen dabei mathematische Regeln und Satze sowie sachlogische
Argumente,

Arg-(6) entwickeln tragfahige Argumentationsketten durch die Verkniipfung von einzelnen Argumenten,

Arg-(7) nutzen verschiedene Argumentationsstrategien (Gegenbeispiel, direktes Schlussfolgern, Wider-
spruch),

Arg-(8) verwenden in ihren Begriindungen vermehrt logische Strukturen (notwendige und hinreichende
Bedingung, Folgerung, Aquivalenz, Und- sowie Oder- Verkniipfungen, Negation, All- und Exis-
tenzaussagen),

Arg-(11) erganzen liickenhafte und korrigieren fehlerhafte Argumentationsketten,

Arg-(12) beurteilen Argumentationsketten hinsichtlich ihres Geltungsbereichs und ihrer Ubertragbarkeit,

Kom-(1) erfassen, strukturieren und formalisieren Informationen aus zunehmend komplexen mathematik-
haltigen analogen und digitalen Quellen sowie aus mathematischen Fachtexten und Unterrichts-
beitragen,

Kom-(5) formulieren eigene Uberlegungen und beschreiben zunehmend komplexe eigene Lésungswege,

Kom-(6) verwenden die Fachsprache und fachspezifische Notation in angemessenem Umfang,

Kom-(7) wahlen begriindet geeignete digitale und analoge Medien und mathematische Darstellungsformen
(graphisch-visuell, algebraisch-formal, numerisch-tabellarisch, verbal-sprachlich) aus,

Kom-(8) wechseln flexibel zwischen mathematischen Darstellungsformen,

Kom-(9) dokumentieren und prasentieren Arbeitsschritte, Losungswege und Argumentationen vollstandig
und koharent,

Kom-(10)konzipieren, erstellen und prasentieren analoge und digitale Lernprodukte,

Kom-(12)nehmen zu mathematikhaltigen, auch fehlerbehafteten, Aussagen und Darstellungen begriindet
und konstruktiv Stellung,

Kom-(13)vergleichen und beurteilen ausgearbeitete Lésungen unter mathematischen Gesichtspunkten hin-
sichtlich ihrer Verstandlichkeit und fachsprachlichen Qualitat.

Umsetzung:

Im letzten Unterrichtsvorhaben zur Analysis werden die Erkenntnisse aus den vorangegangenen Unterrichts-
vorhaben gebiindelt und an komplexeren Situationen sowohl bei innermathematischen Problemstellungen als
auch bei Aufgaben mit Anwendungsbezug getibt und vertieft.
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Anhand der Volumina von Koérpern (einfache geometrische Grundkorper, GefalRe, Zeppelin, ...), die sich
durch Rotation eines Graphen um die x-Achse beschreiben lassen, werden verschiedene Aspekte der Diffe-
rential- und Integralrechnung vernetzt und vertieft:

Aufstellen der Randfunktion mit Definitionsbereich (Vernetzung mit Steckbriefaufgaben)
Integralvorstellung (Kreisscheiben, Grenzwertprozess)

Nachweis / Bildung von Stammfunktionen

Berechnung von bestimmten Integralen

Anschlieflend werden Prozesse, bei denen das Wachstum erst zu- und dann wieder abnimmt (Medikamen-
tenkonzentration, Fieber, Pflanzenwuchs...), in den Blick genommen und mithilfe von Produkten und Verket-
tungen von Funktionen modelliert. Dabei ergeben sich Fragen, bei denen aus der Wachstumsgeschwindigkeit
auf den Gesamtbestand bzw. -effekt geschlossen wird. In geeigneten Kontexten werden uneigentliche Integ-
rale als Grenzwert der jeweils zugehdrigen Integralfunktion eingefiihrt und bestimmt.

In diesem Unterrichtsvorhaben werden auch periodische Prozesse (z.B. Sonnenscheindauer, akustische Sig-
nale) betrachtet, bei denen Sinus- und Kosinusfunktionen mit anderen Funktionen verkniipft werden. Integrale
von zusammengesetzten Funktionen, Exponentialfunktionen und Sinusfunktionen werden in diesem Unter-
richtsvorhaben mit einem MMS oder mithilfe vorgegebener Stammfunktionen berechnet.
Vertiefung:
- Bei der Betrachtung von Rotationskérpern bieten Hohlkérper und der Torus (z.B. Fahrrad-
schlauch) einen erhdhten Schwierigkeitsgrad.

Vernetzung:
- Kenntnisse iber uneigentliche Integrale ermdglichen ein vertieftes Verstandnis der Normalver-
teilung und ihrer Verteilungsfunktion.

Summe Leistungskurs Q2: 150 Unterrichtsstunden

Vereinbarungsgeman in Unterrichtsvorhaben verplant: 98 Unterrichtsstunden
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2.5 Grundsatze der fachdidaktischen und fachmethodischen Arbeit

In Absprache mit der Lehrerkonferenz sowie unter Berlicksichtigung des Schulprogramms hat

die Fachkonferenz Mathematik die folgenden fachmethodischen und fachdidaktischen

Grundsatze beschlossen. In diesem Zusammenhang beziehen sich die Grundsatze 1 bis 13 auf
fachertbergreifende Aspekte, die auch Gegenstand der Qualitadtsanalyse sind, die Grundsatze

14 bis 23 sind fachspezifisch angelegt.

Uberfachliche Grundsitze:

1) Geeignete Problemstellungen zeichnen die Ziele des Unterrichts vor und bestimmen
die Struktur der Lernprozesse.
2) Inhalt und Anforderungsniveau des Unterrichts entsprechen dem Leis- tungsvermégen
der Schuler/innen.
Medien und Arbeitsmittel sind schulernah gewahlt.
Die Schuler/innen erreichen einen Lernzuwachs.
Der Unterricht fordert eine aktive Teilnahme der Schiler/innen.
Der Unterricht férdert die Zusammenarbeit zwischen den Schulern/innen und bietet
ihnen Moglichkeiten zu eigenen Losungen.
Der Unterricht bertcksichtigt die individuellen Lernwege der einzelnen Schuler/innen.
Die Schuler/innen erhalten Gelegenheit zu selbststandiger Arbeit.
Der Unterricht fordert strukturierte und funktionale Zusammenarbeit (PA; GA; Plenum).
) Die Lernumgebung ist vorbereitet; der Ordnungsrahmen wird eingehalten.
) Die Lehr- und Lernzeit wird intensiv fur Unterrichtszwecke genutzt.
) Es herrscht ein positives padagogisches Klima im Unterricht.
) Wertschatzende Rickmeldungen pragen die Bewertungskultur und den Umgang mit
Schilerinnen und Schilern.

Fachliche Grundsatze:

14) Im Unterricht werden fehlerhafte Schilerbeitrage produktiv im Sinne einer Férderung
des Lernfortschritts der gesamten Lerngruppe aufgenommen.

15) Der Unterricht ermutigt die Lernenden dazu, auch fachlich unvollstdndige Gedanken zu
aulern und zur Diskussion zu stellen.

16) Die Bereitschaft zu problemlésenden Arbeiten wird durch Ermutigungen und Tipps
geférdert und unterstitzt.

17) Die Einstiege in neue Themen erfolgen grundsatzlich mithilfe sinnstiftender Kontexte,
die an das Vorwissen der Lernenden anknupfen und deren Bearbeitung sie in die
dahinter stehende Mathematik fuhrt.

18) Es wird genlgend Zeit eingeplant, in der sich die Lernenden neues Wissen aktiv
konstruieren und in der sie angemessene Grundvorstellungen zu neuen Begriffen
entwickeln kénnen.

19) Durch regelmaRiges wiederholendes Uben werden grundlegende Fertigkeiten
,wachgehalten®.

20) Im Unterricht werden an geeigneter Stelle differenzierende Aufgaben eingesetzt.

21) Die Lernenden werden zu regelmaliger, sorgfaltiger und vollstandiger Dokumentation
der von ihnen bearbeiteten Aufgaben angehalten.

22) Im Unterricht wird auf einen angemessenen Umgang mit fachsprachlichen Elementen
geachtet.

23) Digitale Medien werden regelmafig dort eingesetzt, wo sie dem Lernfortschritt dienen.
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2.6 Grundsatze der Leistungsbewertung und Leistungsrickmeldung

Auf der Grundlage von § 48 SchulG, § 13 APO-GOSt sowie Kapitel 3 des Kernlehrplans
Mathematik hat die Fachkonferenz im Einklang mit dem entsprechenden schulbezogenen
Konzept die nachfolgenden Grundsatze zur Leistungsbewertung und Leistungsrickmeldung
beschlossen. Die nachfolgenden Absprachen stellen die Minimalanforderungen an das
lerngruppenubergreifende gemeinsame Handeln der Fachgruppenmitglieder dar. Bezogen auf
die einzelne Lerngruppe kommen erganzend weitere der in den Folgeabschnitten genannten
Instrumente der Leistungsuberprifung zum Einsatz.

Verbindliche Absprachen:

Die Aufgaben fur Klausuren in parallelen Grund- bzw. Leistungskursen werden im
Vorfeld abgesprochen und nach Moglichkeit gemeinsam gestellt.

Klausuren koénnen nach entsprechender Wiederholung im Unterricht auch
Aufgabenteile  enthalten, die Kompetenzen aus weiter zurlckliegenden
Unterrichtsvorhaben oder Ubergreifende prozessbezogene Kompetenzen erfordern.
Alle Klausuren enthalten einen ,hilfsmittelfreien“ Teil.

Alle Klausuren in der Q-Phase enthalten auch Aufgaben mit Anforderungen im Sinne
des Anforderungsbereiches Il (vgl. Kernlehrplan Kapitel 4).

Fur die Aufgabenstellung der Klausuraufgaben werden die Operatoren der Aufgaben
des Zentralabiturs verwendet. Diese sind mit den Schulerinnen und Schilern zu
besprechen.

Die Korrektur und Bewertung der Klausuren erfolgt in der Regel anhand eines
kompetenzorientierten Bewertungsbogens, den die Schilerinnen und Schiler als
Ruckmeldung erhalten.

Schulerinnen und Schilern wird in allen Kursen Gelegenheit gegeben, mathematische
Sachverhalte zusammenhangend (z. B. eine Hausaufgabe, einen fachlichen
Zusammenhang, einen Uberblick (iber Aspekte eines Inhaltsfeldes ...) selbststéandig
vorzutragen.

Verbindliche Instrumente:

Uberpriifung der schriftlichen Leistung
vgl. BASS VWZzAPO-GOSt §14.2.1 (08/2023)

Dauer der Klausuren'

GK LK
Dauer Dauer
Ges.' Teil A2 Teil B Ges.' Teil A2 Teil B

EF K1-K3 90 max. 20 min. 70 - - -
EF K4/ZK 100 max. 25 min. 75 - - -
Q1 K1/K2 120 max. 25 min. 95 155 max. 45 min. 110
Q1 K3*/K4 135 max. 30 min. 105 180 max. 45 min. 135
Q2 K1/K2 180 max. 45* min. 135 225 max. 60* min. 165

Q2 K3° 255 max. 100 min. 155 300 max. 110 min. 190

"Minuten 2 Hilfsmittelfreier Teil 2 Klausur kann durch die Facharbeit ersetzt werden

4 Teil A: eine Pflicht- und 2 Wahlaufgaben  ° Abiturbedingungen
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Uberpriifung der sonstigen Leistung

In die Bewertung der sonstigen Mitarbeit flieRen folgende Aspekte ein, die den Schilerinnen
und Schilern bekanntgegeben werden muissen:

e Beteiligung am Unterrichtsgesprach (Quantitat und Kontinuitat)

e Qualitat der Beitrage (inhaltlich und methodisch)

e Eingehen auf Beitrage und Argumentationen von Mitschilerinnen und -schilern,
Unterstutzung von Mitlernenden

e Umgang mit neuen Problemen, Beteiligung bei der Suche nach neuen
Lésungswegen

o Selbststandigkeit im Umgang mit der Arbeit

¢ Umgang mit Arbeitsauftragen (Hausaufgaben, Unterrichtsaufgaben...)

¢ Anstrengungsbereitschaft und Konzentration auf die Arbeit

o Beteiligung wahrend kooperativer Arbeitsphasen

o Darstellungsleistung bei Referaten oder Plakaten und beim Vortrag von
Lésungswegen

e Ergebnisse schriftlicher Ubungen

e Gdf. Erstellen von Protokollen oder Portfolien

o Anfertigen zusatzlicher Arbeiten, z. B. eigenstandige Ausarbeitungen im Rahmen
binnendifferenzierender MalRnahmen, Erstellung von Computerprogrammen



Ubergeordnete Kriterien:

Die Bewertungskriterien fur eine Leistung mussen den Schulerinnen und Schulern trans-
parent und klar sein. Die Fachkonferenz legt allgemeine Kriterien fest, die sowohl fur die
schriftlichen als auch fur die sonstigen Formen der Leistungsuberprufung gelten. Dazu
gehort auch die Darstellung der Erwartungen fur eine gute und fur eine ausreichende
Leistung.

Konkretisierte Kriterien:
Kriterien fiir die Uberpriifung der schriftlichen Leistung

Die Bewertung der schriftichen Leistungen in Klausuren erfolgt Uber ein Raster mit
Hilfspunkten, die im kompetenzorientierten Bewertungsbogen den einzelnen Teilaufgaben
zugeordnet sind.

Dabei sind in der Qualifikationsphase alle Anforderungsbereiche zu berlcksichtigen, wobei
der Anforderungsbereich Il den Schwerpunkt bildet.

Die Zuordnung der Hilfspunktsumme 2zu den Notenstufen orientiert sich in der
EinfUhrungsphase an der =zentralen Klausur und in der Qualifikationsphase am
Zuordnungsschema des Zentralabiturs. Die Note ausreichend soll bei Erreichen von ca. 50%
der Hilfspunkte erteilt werden. Von den genannten Zuordnungsschemata kann im Einzelfall
begrindet abgewichen werden, wenn sich z. B. besonders originelle Teilldsungen nicht durch
Hilfspunkte gemal der Kriterien des Erwartungshorizontes abbilden lassen oder eine
Abwertung wegen besonders schwacher Darstellung (APO-GOSt §13 (2)) angemessen
erscheint.
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Kriterien fiir die Uberpriifung der sonstigen Leistungen

Im Fach Mathematik ist in besonderem Male darauf zu achten, dass die Schilerinnen und
Schiler zu konstruktiven Beitrdgen angeregt werden. Daher erfolgt die Bewertung der
sonstigen Mitarbeit nicht defizitorientiert oder ausschlieBlich auf fachlich richtige Beitrage
ausgerichtet. Vielmehr bezieht sie Fragehaltungen, begrindete Vermutungen, sichtbare
Bemuhungen um Verstandnis und Ansatzfragmente mit in die Bewertung ein.

Im Folgenden werden Kriterien fur die Bewertung der sonstigen Leistungen jeweils fur eine
gute bzw. eine ausreichende Leistung dargestellt. Dabei ist bei der Bildung der Quartals-
und Abschlussnote jeweils die Gesamtentwicklung der Schilerin bzw. des Schilers zu
berlcksichtigen, eine arithmetische Bildung aus punktuell erteilten Einzelnoten erfolgt nicht:

Leistungsaspekt

Anforderungen fiir eine

gute Leistung

ausreichende Leistung

Die Schulerin, der Schler

Qualitat der
Unter-
richtsbeitrage

nennt richtige Losungen und
begriindet sie nachvollziehbar

im Zusammenhang der
Aufgabenstellung

nennt teilweise richtige Lésungen,
in der Regel jedoch ohne
nachvollziehbare Begrindungen

geht selbststéandig auf andere
Lésungen ein, findet
Argumente und Begrindungen
fur ihre/seine eigenen Beitrage

geht selten auf andere Lésungen
ein, nennt Argumente, kann sie
aber nicht begrinden

kann ihre/seine Ergebnisse auf
unterschiedliche Art und mit
unterschiedlichen Medien
darstellen

kann ihre/seine Ergebnisse nur
auf eine Art darstellen

Kontinuitat/

beteiligt sich regelmaflig am

nimmt eher selten am Unterrichts-

Quantitat Unterrichtsgesprach gesprach teil

Selbststandigkeit | bringt sich von sich aus in beteiligt sich gelegentlich
den Unterricht ein eigensténdig am Unterricht
ist selbststandig ausdauernd bendtigt oft eine Aufforderung, um
bei der Sache und erledigt mit der Arbeit zu beginnen; arbeitet
Aufgaben grundlich und Ruckstande nur teilweise auf
zuverlassig
strukturiert und erarbeitet neue | erarbeitet neue Lerninhalte mit
Lerninhalte weitgehend umfangreicher Hilfestellung, fragt
selbststandig, stellt diese aber nur selten nach
selbststandig Nachfragen
erarbeitet bereitgestellte erarbeitet bereitgestellte Materialen
Materialien selbststandig eher lickenhaft

Hausaufgaben erledigt sorgfaltig und erledigt die Hausaufgaben
vollstadndig die weitgehend vollstandig, aber
Hausaufgaben teilweise

oberflachlich

tragt Hausaufgaben mit nennt die Ergebnisse, erlautert
nachvollziehbaren erst auf Nachfragen und oft
Erlauterungen vor unvollstandig

Kooperation bringt sich ergebnisorientiert bringt sich nur wenig in die

in die Gruppen-/Partnerarbeit
ein

Gruppen-/ Partnerarbeit ein
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arbeitet kooperativ und
respektiert die Beitrage Anderer

unterstitzt die Gruppenarbeit nur
wenig, stort aber nicht

Gebrauch der Fach| wendet Fachbegriffe

versteht Fachbegriffe nicht immer,

sprache sachangemessen an und kann sie teilweise nicht
kann ihre Bedeutung erklden sachangemessen anwenden
Werkzeug- setzt Werkzeuge im Unter- richt bendtigt haufig Hilfe beim Einsatz
gebrauch sicher bei der Bearbeitung von von Werkzeugen zur Bearbeitung
Aufgaben und zur Visualisierung von Aufgaben
von Ergebnissen ein
Prasentation/ | prasentiert vollstandig, strukturiert prasentiert an mehreren Stellen
Referat und gut nachvollziehbar eher oberflachlich, die Prasentati
on weist Verstandnislicken auf
Portfolio fuhrt das Portfolio sorgfaltig und fuhrt das Portfolio weitgehend
vollstandig sorgfaltig, aber teilweise
unvollstandig
Schriftliche ca. 75% der erreichbaren ca. 50% der erreichbaren Punkte
Ubung Punkte

Grundsatze der Leistungsriickmeldung und Beratung:

Eine Leistungsrickmeldung erfolgt zu den von den Schilern und Schilerinnen gewlinschten Zeiten.
Die sonstige Mitarbeit wird zu jedem Quartal mitgeteilt. Jede Leistungsriickmeldung sollte beratende
Elemente bezlglich der Mdglichkeiten zur Leistungsverbesserung beinhalten, sich aber auch auf
kursspezifische Lernbedingungen beziehen.
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2.7 Lehr- und Lernmittel

e Lambacher Schweizer Mathematik Einflhrungsphase, Klett (2024), eBook

e Lambacher Schweizer Mathematik Qualifikationsphase Grundkurs, Klett (2024), eBook

e Lambacher Schweizer Mathematik Qualifikationsphase Leistungskurs/Grundkurs, Klett
(2024), eBook (fur den Leistungskurs)

e Fakultativ werden in den Vertiefungskursen eingesetzt: Vertiefungskurs Mathematik
EinfUhrungsphase 1/ 2, Klett

e CASeasy+ -App von Westermann fiir iPad
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3 Prufung und Weiterentwicklung des schulinternen Lehrplans

Durch parallele Klausuren (vgl. 2.6) in den Grundkursen, durch Diskussion der
Aufgabenstellung von Klausuren in Fachdienstbesprechungen und eine regelmalige
Erorterung der Ergebnisse von Leistungsuberprifungen wird ein hohes Mal an fachlicher
Qualitatssicherung erreicht.

Jeweils vor Beginn eines neuen Schuljahres, d.h. erstmalig nach Ende der Einfliihrungsphase im
Sommer 2024 werden in einer Sitzung der Fachkonferenz fur die nachfolgenden Jahrgange zwin-
gend erforderlich erscheinende Veranderungen diskutiert und ggf. beschlossen, um erkannten un-
gunstigen Entscheidungen schnellstmoglich entgegenwirken zu kénnen.
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